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Prefacio

Quando recebi o aguardado novo livro do Jayme sobre Teoria dos Grafos,
logo lembrei das palavras do seu colega na UFRJ, o grande cientista Carlos
Chagas Filho: “Na Universidade se ensina porque se pesquisa.”

O seu livro anterior, o pioneiro Grafos e Algoritmos Computacionais
langado 35 anos atras, € um classico e esta esgotado ha mais de 20 anos. Ele
nasceu na UFRJ como texto de cursos na graduacao e na pos-graduacao, ja
que na época Jayme lecionava Algoritmos e Grafos na graduacdo do
Instituto de Matematica e Teoria Computacional de Grafos na pos-
graduacdo da COPPE. A primeira versao do texto foi apresentada no inicio
dos anos 1980, por ocasido da Terceira Escola de Computacdo, e foi
simultdnea as primeiras teses de doutorado orientadas pelo Jayme na
COPPE.

Como o anterior, este novo livro marca uma trajetoria de ensino e
pesquisa: as 40 teses de doutorado orientadas pelo Jayme comprovam o
efeito multiplicador do texto, o sucesso do convite que muitos aceitaram
através da leitura de um texto introdutério em Teoria dos Grafos.

O perfil original permanece: o seu carater introdutorio € um convite
para 0s que querem ser apresentados ao tema, 0 seu carater matematico e
computacional amplia o alcance do texto para os cursos de engenharia, e o
seu carater de pesquisa fica evidente pelas detalhadas notas bibliograficas
que concluem cada capitulo.

Muitas novidades foram incluidas, desde o titulo: todos os capitulos
trazem agora uma nova secdo sobre implementagOes que antecede o0s
exercicios e as notas bibliograficas, no final de cada capitulo. Além da
expansdao e da revisdao do texto original, foram incluidos os capitulos
Caminhos Minimos e Emparelhamentos Maximos em Grafos, e a secdo
Complexidade de um Problema Numérico no capitulo Problemas NP-
Completos.

O enfoque original, que situa a Teoria dos Grafos dentro da area de
Combinatdria Computacional, é aprofundado de modo rigoroso e coerente,
através da revisao e da inclusdao de capitulos e secoes onde o estudo dos



grafos é realizado através dos seus algoritmos, cujo desenvolvimento,
analise de corretude e de complexidade, e implementacao sao considerados.

Aqui lembramos também de um coautor do Jayme, o famoso
pesquisador Donald E. Knuth, que fundamentou a andlise rigorosa da
complexidade computacional de algoritmos: “Ciéncia € o que nos
entendemos bem o suficiente para explicar para um computador, e Arte é
todo o resto que nés fazemos.”Nosso professor emérito Jayme Luiz
Szwarcfiter nos ensina como a Matematica transforma arte em ciéncia, e 0
seu livro é inspiracdo e incentivo a todos aqueles que acreditam na
universidade brasileira.

Celina M. Herrera de Figueiredo
PESC/COPPE
Universidade Federal do Rio de Janeiro (UFRJ)



Apresentacao as Implementacoes

Na reformulacdo deste livro, além da ampliacdao do conjunto de algoritmos
estudados, implementacGes dos algoritmos foram incluidas ao final de cada
capitulo. Apesar do estudo dos algoritmos através de linguagens em
pseudocodigo possuir as vantagens de evidenciar o método de solucao e
omitir detalhes operacionais requeridos pelas linguagens de programacao, a
apresentacdo de implementacOes é uma importante complementagdo. Os
beneficios de se dispor de implementacoes se estendem tanto do ponto de
vista didatico e académico, quanto profissional. No primeiro grupo,
estudantes, docentes e pesquisadores, com objetivos diferentes, podem
usufruir dos resultados obtidos pelos programas. No segundo grupo,
programadores, analistas e profissionais da computacao, de um modo geral,
podem aplicar diretamente a implementacdo ja pronta e descrita neste texto.

As implementacOes sdo apresentadas como ultima secdo de cada
capitulo de modo a permitir que sejam consultadas seletivamente. Tal
separacdo € conveniente tanto ao leitor interessado nas discussoes
pertinentes a implementacdo, como aqueles com interesse puramente
tedrico nos algoritmos.

A linguagem escolhida para as implementacdes foi Python, em sua
versao 3.4.3, recente no momento da preparacao deste livro. Python é uma
linguagem cuja utilizacdo esta em larga expansdo, tanto na indudstria quanto
na academia, sendo utilizada modernamente como linguagem introdutéria a
computacao nas mais importantes universidades. Pode-se explicar o sucesso
de Python por sua sintaxe simples e, a0 mesmo tempo, de grande poder de
expressdao. Esta ultima caracteristica € em particular conveniente para o
proposito de diminuir a distancia entre o pseudocodigo e o programa. Dada
sua popularidade, supdOe-se neste texto que Python seja uma linguagem
familiar ao leitor. Se este ndao for o caso, o subconjunto de recursos
utilizados de Python é intencionalmente mantido pequeno e, com a ajuda de
algum texto de referéncia que introduza a linguagem, pode-se facilmente
acompanhar as implementacOes. Tais implementacdes sdao apresentadas de
forma similar aos respectivos algoritmos em pseudocodigo, procurando



manter tanto quanto possivel um mapeamento “um-para-um” entre as
abstracbes (comandos, variaveis e funcdes, dentre outros elementos
logicos).

E importante observar que os algoritmos e suas implementacdes sdo
relativamente independentes. No entanto, alguns algoritmos servem de base
para outros, como é o caso das buscas em grafos e dos algoritmos de
manipulacdo da representacao de grafos. Tais algoritmos sdo apresentados
apenas na sua primeira ocorréncia, por simplicidade.

Todas as implementacoes em Python passaram por extensivos testes,
cujos resultados foram comparados com os de implementacOes
independentes feitas em C/C++, o que lhes confere razoavel confiabilidade.

Em resumo, acreditamos que o acréscimo das implementacdes nesta
reformulacdo do livro agrega o importante aspecto pratico a excelente
exposicdo tedrica de Jayme. Num nivel pessoal, ndao podemos deixar de
agradecé-lo pelo trabalho em conjunto. Dadas suas qualidades bem
conhecidas, nas quais se destacam seu conhecimento, criatividade,
disciplina e bom humor, o convivio com ele neste tempo foi enriquecedor e
tornaram a jornada excitante.

Fabiano de Souza Oliveira
Paulo Eustaquio Duarte Pinto

Instituto de Matematica e Estatistica Universidade do Estado
do Rio de Janeiro (UERJ)
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Conjuntos

s&S

N

SAR

Funcoes
f:S—-R

f(s)

Notacao

s é elemento do conjunto S.

conjunto S é subconjunto do conjunto R.
conjunto S é subconjunto proprio do conjunto R.
conjunto vazio.

unido dos conjuntos S e R.

intersecdao dos conjuntos S e R.

diferenca do conjunto S para R.

produto cartesiano dos conjuntos S e R.
cardinalidade do conjunto S.

diferenca simétrica entre os conjuntos S e R.

f ¢ uma funcdo de dominio S e contradominio R.

valor da funcao f para o argumento s.



f(S)

o

Q)
Numeros
n|

ln]

[n]

n!

log n|

(1)

Grafos
G(V,E)
(v;w) € E
G-s

G-S

imagem do conjunto S pela funcao f.
fungdo assintoticamente dominada por f.

fungdo que assintoticamente domina f.

valor absoluto do nimero n.
maior inteiro < n.

menor inteiro > n.

fatorial de n.

logaritmo* (base 2) de n.

numero de combinacdes de n elementos k a k.

grafo G com conjunto de vértices V e arestas E.
aresta (v,w) do conjunto E.
grafo obtido de G pela remocao do vértice (aresta) s.

grafo obtido de G pela remocao do conjunto de vértices
(arestas) S.



G+s grafo obtido de G pela inclusdao do vértice (aresta) s.

G+S grafo obtido de G pela inclusdao do conjunto de vértices
(arestas) S.

G complemento do grafo G.

K grafo completo com n vértices.

P caminho induzido com n vértices.

C, ciclo induzido com n vértices.

K . grafo bipartido (V1 U V2,E) completo, [V1| =ne |V2| =
m.

T subarvore de raiz v da arvore enraizada T.

A, lista de adjacéncias do vértice v.

#G) numero cromatico do grafo G.

* Todos os logaritmos considerados no texto sdo da base 2.
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CAriTULO 1

INTRODUCAO

1.1 Breve Descricao do Conteuido

Este texto corresponde a um curso introdutorio de algoritmos e grafos. A
importancia do assunto no campo teérico se reflete na grande quantidade de
problemas existentes na area, ainda em processo de estudo. Além disso, no
acentuado crescimento do numero de publicacdes e artigos especializados e
na quantidade de grupos de pesquisa em universidades que se dedicam a
esse estudo. Trata-se de matéria atual, ainda em formacdo. Por outro lado, é
um tema relevante do ponto de vista pratico, tanto em computacdo quanto
em matematica aplicada. Sdo indmeros os problemas praticos que podem
ser resolvidos mediante uma modelagem em grafos e posterior utilizacao de
um programa de computador, implementando um algoritmo conveniente.

O assunto é abordado sob um enfoque computacional, ou seja, os
algoritmos sdao  desenvolvidos considerando-se uma  posterior
implementacdo em computador. Nesse sentido, a eficiéncia de tempo e
espaco de um processo sdo fatores basicos para sua avaliacdo.
Simultaneamente, o tema € apresentado sob um tratamento matematico.
Este tratamento pode ser percebido, por exemplo, na verificacio de
correcao de um algoritmo, ou na determinacao de sua eficiéncia. Contudo,
nao se requer do leitor conhecimentos especializados nessa area para
acompanhar o texto.

O Capitulo 1 contém conceitos basicos de algoritmos, bem como uma
descricdio da notacdo a ser utilizada no texto. Além disso, uma breve
descricdio da linguagem Python, empregada na implementacdao dos
algoritmos. O Capitulo 2, por sua vez, contém uma introducao amigavel a
Teoria de Grafos, bem como a notacdao de seus conceitos utilizados no
decorrer do texto. A apresentacao dos algoritmos se desenvolve
principalmente em torno da descricdo de técnicas gerais, utilizadas na sua
formulacdao. Apos a exposicdo de cada técnica segue-se uma aplicacdo
correspondente, ou seja, um algoritmo desenvolvido mediante o uso da



técnica em questdo. Para cada um desses algoritmos, é efetuado um estudo
de sua validade e determinada a sua complexidade.

No espirito acima sdao apresentados os Capitulos 3, 4 e 5, onde técnicas
em grafos e algoritmos de aplicacdo encontram-se entremeados. O Capitulo
3 descreve varias técnicas elementares. O seguinte contém um estudo
detalhado de busca em grafos—métodos dos mais empregados em
problemas algoritmicos. O Capitulo 5 inclui a apresentacdo de técnicas
utilizadas em otimizacdo combinatéria. O Capitulo 6 é dedicado ao
problema do fluxo méaximo. Sua solucdo emprega diversos conceitos
examinados no decorrer do texto. Além disso, é uma ilustracao didatica do
estudo de complexidade. O Capitulo 7 é dedicado ao importante problema
da determinacdo de caminhos minimos em grafos, onde diversas variantes
do problema sdao apresentadas. O Capitulo 8 contém algoritmos para
resolver o problema do emparelhamento em grafos. O ultimo capitulo
descreve os principios da teoria do NP-completo. Sua apresentacao se
desenvolve de modo a prescindir do leitor conhecimentos especializados em
teoria da computacdo. A formulacdo utilizada representa uma tentativa de
tornar mais simples a compreensao do assunto, preservando, contudo, o seu
carater matematico. A vasta aplicacdo da teoria do NPcompleto em
algoritmos para grafos torna quase obrigatdria a sua inclusdao em um livro
desta natureza.

ApoOs cada capitulo, € apresentada uma lista de exercicios, de
dificuldade variada. O objetivo, naturalmente, é auxiliar o estudante no
aprendizado. Em alguns capitulos, os ultimos exercicios foram retirados de
concursos, exames de capacitacao ou universidades. Em particular, aqueles
referenciados como UVA sdo originarios da Universidade de Valladolid,
Espanha.

A bibliografia referenciada, em geral, é mais abrangente do que o
texto. Contudo, este fato é proveitoso para leitores que desejam se
aprofundar nos temas abordados. Além disso, pode ser utilizada como fonte
para pesquisa bibliografica na area. Enfase especial foi dada a bibliografia
em lingua portuguesa.

Conforme mencionado, além da descricdo dos algoritmos, o livro
contém suas implementacoes na linguagem Python. Assim, o texto pode ser
utilizado tanto pelo leitor interessado nos aspectos mais tedricos desses
processos, como por aquele que visa a utilizagdao pratica dos algoritmos.
Todas as implementacoes foram simuladas e testadas com entradas diversas.



1.2 Os Grafos: Um Pouco de Historia

De um modo geral, a area de algoritmos em grafos pode ser caracterizada
como aquela cujo interesse principal é resolver problemas algoritmicos em
grafos, tendo em mente uma preocupacao computacional. Ou seja, o
objetivo principal é encontrar algoritmos, eficientes se possivel, para
resolver um dado problema em grafos. Naturalmente, existem diferencas
entre essa area e a teoria de grafos. Em primeiro lugar, ha problemas nao
algoritmicos em grafos em que o conceito de eficiéncia torna-se sem
sentido. Por outro lado, a preocupacao pela eficiéncia, na area de
algoritmos, se traduz também na formulacao de problemas algoritmicos em
grafos que talvez se encontrem fora do interesse para a teoria. Nao obstante,
é bastante comum o fato de que uma possivel melhora na eficiéncia de um
algoritmo para um dado problema em grafos somente pode ser obtida
através de um maior conhecimento tedrico do problema, ou seja, algoritmos
mais eficientes, em geral, significam a utilizacdo de processos, cuja
correcao é dependente de aspect8os de interesse tedrico em grafos.

c

D
Figura 1.1: O problema da ponte de Konigsberg

O assunto que se constituiu no marco inicial da teoria de grafos é na
realidade um problema algoritmico. Além disso, é um problema cuja
solucdo foi a elaboracdo de um algoritmo eficiente. E o conhecido problema
da ponte de Konigsberg resolvido por Euler em 1736. No Rio Pregel, junto
a cidade de Konigsberg (hoje Kaliningrado) na entdo Prussia, existem duas
ilhas formando portando quatro regides distinguiveis da terra, A, B, C e D.
Ha um total de sete pontes interligando-as, conforme a disposicao indicada
na Figura 1.1. O problema consiste em, partindo de uma dessas regioes,
determinar um trajeto pelas pontes segundo o qual se possa retornar a
regido de partida, apos atravessar cada ponte exatamente uma vez. Euler



mostrou que ndo existe tal trajeto, ao utilizar um modelo em grafos para
uma generalizacdo deste problema. Através desse modelo ele verificou que
existe o desejado trajeto quando e somente quando em cada regido
concorrer um nimero par de pontes.

A solucao desse problema é considerada o primeiro teorema em teoria
de grafos. Embora tenha sido estabelecida ha mais de 200 anos, muito
pouco foi realizado nos anos proximos subsequentes ao trabalho de Euler.
Por volta de meados do século XIX, trés desenvolvimentos isolados
contribuiriam enormemente para despertar o interesse pela area. O primeiro
é a formulacdo do problema das quatro cores. Supde-se que a autoria do
problema seja de Francis Guthrie. Este, em 1852, o teria proposto a seu
irmao Frederick, entdo estudante, que por sua vez o comunicou a De
Morgan. Outro desenvolvimento importante foi a formulacao do problema
do ciclo Hamiltoniano, por Hamilton. Este problema deu origem, na
ocasido, a um quebra-cabeca, o qual foi inclusive comercializado. O
terceiro acontecimento marcante do século XIX foi o desenvolvimento da
teoria das drvores, realizado, inicialmente, por Kirchhoff e por Cayley. O
primeiro visava a sua aplicacdo em circuitos elétricos, enquanto que o
ultimo a empregava em quimica organica. As arvores constituem uma
classe especial de grafos, com larga aplicacdo nas mais diferentes areas.

A

Figura 1.2: Quatro cores sao necessarias



O problema das quatro cores consiste em colorir os paises de um mapa
arbitrario plano, cada pais com uma cor, de tal forma que paises fronteiricos
possuam cores diferentes. O problema entdo consiste em obter tal coloracao
usando ndo mais de 4 cores. E simples apresentar um exemplo de um mapa,
como o da Figura 1.2, onde 3 cores nao sao suficientes. Por outro lado, foi
formulada uma prova de que 5 o sdo. Conjeturouse entdao que 4 cores
também seriam suficientes. Esta conjetura permaneceu em aberto até 1977,
quando foi provada por Appel e Haken. Além da importancia do topico de
coloracao, o problema das 4 cores desempenhou um papel muito relevante
para o desenvolvimento geral da teoria dos grafos, pois serviu de motivagao
para o trabalho na area e ensejou o desenvolvimento de outros aspectos
tedricos, realizados na tentativa de resolver a questao.

No problema do caminho hamiltoniano existem n cidades. Cada par de
cidades pode ser adjacentes ou ndo, arbitrariamente. Partindo de uma cidade
qualquer, o problema consiste em determinar um trajeto que passe
exatamente uma vez em cada cidade e retorne ao ponto de partida, e tal que
cada par de cidades consecutivas no trajeto seja sempre adjacente. Uma
solucdo de forca bruta consiste, por exemplo, em examinar cada
permutacao do conjunto das cidades e verificar se esta corresponde ou nao a
um trajeto com as condicOes exigidas. Essa solucao ndo é satisfatoria do
ponto de vista algoritmico, pois apenas no caso em que n € muito pequeno
torna-se possivel examinar as n! permutacdes. Até a data atual, ndo foi
encontrada uma solucdo algoritmica satisfatoria, ou seja, ndo sao
conhecidas condicOes necessarias e suficientes, razoaveis, de existéncia de
tais trajetos.

No século XX o interesse pelos grafos aumentou. Por volta da década
de 1930, resultados fundamentais na teoria foram obtidos por Kuratowski,
Konig e Menger entre outros. Os anos mais recentes confirmam, de certa
forma, a ideia de ser a teoria de grafos uma area ainda com vastas regioes
inexploradas.

O outro elemento principal desse texto € o algoritmo. Ele pode ser
associado ao desenvolvimento de uma técnica sistematica para resolver um
desejado problema. De um modo geral, o interesse pelo algoritmo € inerente
ao estudo do problema. Contudo, este conceito somente foi fundamentado
nas primeiras décadas do século passado, através da formalizacdo da nocao
da computacdo. Isto possibilitou demonstrar a existéncia de problemas
algoritmicos que nao podem ser resolvidos. Com isso, abriu-se um novo



campo de interesses, que consistia em identificar e classificar os problemas,
segundo a existéncia ou nao de algoritmo para resolve-los.

E o0———| Algoritmo —0 S = f(F)

Figura 1.3: Um algoritmo

O aparecimento do computador veio influenciar enormemente o
panorama do estudo de algoritmos. Antes deste evento, por exemplo, 0
problema de melhorar a eficiéncia de tempo de um algoritmo era, em geral,
de importancia marginal. O problema de aumentar a eficiéncia de espaco
era ainda mais irrelevante. O aparecimento das maquinas tornou possivel a
implementacdo e computacdo automatica dos algoritmos. Além disso,
desenvolveu-se um enorme ndmero de aplicacdes de interesse pratico que
depende de resultados reais obtidos através desses algoritmos. Como
consequéncia natural, deixou de ser o bastante assinalar apenas a existéncia
ou ndo de algum algoritmo para um dado problema. Tornou-se também
necessario impor que o tempo e espaco consumidos pela maquina para a
implementacdao do algoritmo estejam dentro dos limites da pratica. Por
exemplo, resolver o problema do caminho hamiltoniano segundo o método
das permutacOes, descrito anteriormente, para um valor n = 20, é
certamente muito além da realidade. Ou seja, do ponto de vista da aplicacao
€ como se aquele algoritmo talvez ndo existisse.

1.3 Apresentacao dos Algoritmos

Conforme mencionado, um algoritmo pode ser associado a uma estratégia
para resolver um desejado problema. Os dados do problema constituem a
entrada ou os dados do algoritmo. A solucao do problema corresponde a
sua saida. Um algoritmo poderia ser entdo caracterizado por uma fungao f,
a qual associa uma saida S = f(E), a cada entrada E (Figura 1.3). Diz-se
entdo que o algoritmo computa a funcao f. Assim sendo, é justificavel
considerar a entrada como a variavel independente basica, em relacao a
qual sdo produzidas as saidas do algoritmo, bem como sdo analisados os
comportamentos de tempo e espaco do mesmo.



Os algoritmos neste texto serao apresentados em uma linguagem quase
livre de formato, contendo porém sentencas especiais com significado pré-
definido. Isto é, na linguagem de apresentacdo dos algoritmos, ha
flexibilidade suficiente para que se possa descrever livremente em lingua
portuguesa a estratégia desejada. Contudo, para tornar a apresentacao mais
simples e curta é possivel também a utilizacdo de um conjunto de sentencas
especiais, as quais correspondem algumas operacoes que aparecem com
grande frequéncia nos algoritmos. Para maior simplicidade de exposicdo, o
termo algoritmo sera utilizado também com o significado de apresentacao
do algoritmo.

A linguagem de apresentacao assemelha-se a um tipo ALGOL em
portugués. Utilizamos a nomenclatura ALGOL, por motivos historicos, pois
esta foi a primeira linguagem de programacdo amplamente utilizada a
empregar estruturacdo. Possui uma estrutura cujo objetivo seria o de
facilitar a descricio e implementacdo dos processos. Sempre que
desejarmos fazer referéncia a linguagens desse tipo, mencionamos o
ALGOL, o qual deve ser interpretado com um significado mais amplo. Isto
é, aquele definido e utilizado em diversas linguagens posteriores providas
de estruturacdo. Esta estrutura deve ser sempre obedecida na apresentacao,
mesmo quando se utiliza o portugués livre de formato. As ideias gerais nas
quais se baseia sdao as seguintes:

A apresentacao de um algoritmo em uma folha de papel é naturalmente
dividida em linhas. Cada linha possui uma margem correspondente ao
ponto da folha de papel onde se inicia a linha em questdao. Sejam r, s duas
linhas de um algoritmo, r antecedendo s. Diz-se que a linha r contém a linha
s quando (i) a margem de r é mais a esquerda do que ade se (ii)set #r, é
uma linha do algoritmo compreendida entre r e s, entdo a margem de r é
também mais a esquerda que a de t. Por exemplo, a linha p contém a linha g
na Figura 1.4(a), mas nao a contém nas 1.4(b) e (c).



P calcular o grau g(v)

(a) 7. izisci eliminar arestas paralelas de G
q ... seja C'uma componente conexa de G
P calcular o grau g(v)

(b) Z ... eliminar arestas paralelas de G
 sseiss seja C' uma componente conexa de G
o P calcular o grau g(v)

(c) Z ... eliminar arestas paralelas de GG
q sezzss seja C' uma componente conexa de GG

Figura 1.4: Linhas de um algoritmo

A unidade basica da estrutura de apresentacao dos algoritmos € o
bloco. Um bloco é um conjunto composto de uma linha qualquer r com
todas as linhas s que r contém. Consequentemente as linhas que formam um
bloco sdo necessariamente contiguas. Além disso, um bloco é sempre
formado por uma sequéncia de blocos contiguos. Isto é, um bloco B pode
ser decomposto como B= B, U B,U ... U B onde cada B é um bloco, sendo
B contiguwoa B, 1<j <k,

Observe que a margem esquerda de uma linha atua como delimitador
de blocos, cumprindo papel semelhante ao desempenhado pelos begin’s e
end’s do ALGOL. No exemplo da Figura 1.4(a), o bloco iniciado pela linha
p contém z e g. Na Figura 1.4(b), ele contém apenas p, mas o iniciado por z
contém . Na Figura 1.4(c), os blocos com inicio em p e z sdo ambos
formados por uma tunica linha.

Dentre os blocos a que uma linha r pertence, um possui especial
interesse. E o uma bloco definido por r, que é o maior de todos que se
iniciam na linha r.

Além da estrutura descrita anteriormente, a linguagem de apresentacao
dos algoritmos possui também sentencas especiais. A utilizacdo ou ndo
dessas sentencas € opcional. Contudo, se empregadas devem obedecer a
estrutura geral acima. Além disso, cada uma delas possui uma sintaxe
propria. Uma sentenca especial inicia uma linha da apresentacao e,
portanto, inicia um bloco chamado bloco especial. Este, naturalmente,
corresponde a por¢dao do algoritmo onde se estende o efeito da sentenca
correspondente. As seguintes sentencas especiais sao de interesse.

(i) algoritmo <comentdrio>



Se presente, esta linha deve ser a primeira da apresentacao
do algoritmo e o bloco definido por algoritmo deve conter
toda a apresentacdio. O <comentdrio> ¢ opcional e
normalmente se refere a finalidade do algoritmo.

(ii) dados: <descri¢cdo>

Esta sentenca é utilizada para informar os dados de entrada
do algoritmo. A <descri¢cdo> deve caracterizar esses dados,
em formato livre. Normalmente, a tnica sentenca que
antecede dados ¢é a (i) acima.

(iii) procedimento <nome>

Um procedimento €é equivalente ao do definido em
ALGOL. Assim sendo, ele altera a ordem sequencial de
interpretacdo dos algoritmos. O bloco definido por
procedimento deve ser saltado na computacao sequencial do
processo. A interpretacdo desse bloco € realizada
imediatamente apds a deteccao de uma linha que invoque o
<nome> do procedimento. Encerrado este ultimo, a
sequéncia de interpretacdo retorna para logo apds o ponto
interrompido. O <nome> pode envolver parametros, como
em ALGOL.

(iv) se <condi¢cdo> entao <sentenca 1> caso contrario
<sentenc¢a 2>

E semelhante ao if ...then ..else .. do ALGOL. Se a
<condicdo 1> ¢ verdadeira entao <sentenca 1> &
interpretada e <sentenca 2> desconsiderada. Se a
<condi¢do> for falsa, vale o oposto. Em qualquer caso, o
bloco seguinte a esta sentenca € interpretado apos. A parte
caso contrario <sentenca 2> pode ser omitida.

(v) para <variagdo> efetuar <sentenca>

E semelhante ao for ...do .. do ALGOL. A <variacdo>
consiste em um conjunto S = {s,,...,s,} e de uma variavel j,
sendo denotada por s € S. Nesse caso, o bloco definido por
esta sentenca € interpretado k vezes, a primeira com j = s, a



segunda com j = s,, e assim por diante. A <varia¢do> pode
também ser denotada por j = s,,S,,...,S,.

(vi) enquanto <condicdo> efetuar <sentenca>

Semelhante ao while ...do ... do ALGOL. A <condi¢cdo> é
avaliada e se for verdadeira, o bloco definido por esta
sentenca € interpretado. Apds o qual a <condicdo> é
novamente avaliada e o processo se repete. Se a <condi¢cdo>
é falsa, entdo o bloco em questdao deve ser saltado.

(vii) repetir ...

até que <condi¢cdo>

Semelhante ao repeat ... untii do ALGOL. O bloco
subsequente a linha que contém repetir ¢ interpretado. Ao
atingir a linha até que a condicdo é avaliada. Caso seja falsa,
todo o processo se repete. Caso contrario, a sequéncia de
interpretacdo passa a linha seguinte a que contém até que.

As demais sentengas podem ser escritas em formato livre, atendendo
contudo as condicGes da estrutura em blocos. Utiliza-se, obviamente,
simbolos matematicos correntes e o operador de atribuicdo := conforme em
ALGOL (isto é, x := y significa atribuir a x o valor de y, permanecendo este
ultimo com o seu valor antigo).

Como exemplo da utilizacdao da linguagem de apresentacao de
algoritmos, considere o seguinte caso. E dada uma sequéncia
s(1),s(2),...,s(n) de termos. O objetivo € inverter a sua ordem, isto €,
rearranjar os termos na sequéncia, de modo que s(n) apareca na posicao 1,
s(n — 1) na posicao 2, e assim por diante. O Algoritmo 1.1 descreve o
processo.

Algoritmo 1.1: Inversdao de uma sequéncia
Dados: sequéncia s ,s,,...,S,
paraj=1,2,..|n?2] efetuar
b :=s(j)
s(G):=s(n—j+1)



sn—j+1):=b

1.4 Complexidade de Algoritmos

Conforme ja mencionado, na area de algoritmos em grafos (bem como
algoritmos, de um modo geral) é inerente uma preocupacao computacional
para com os processos desenvolvidos. Essa preocupacdo, por sua vez,
implica o objetivo de procurar elaborar algoritmos que sejam 0s mais
eficientes  possiveis. = Consequentemente, torna-se imperioso o0
estabelecimento de critérios que possam avaliar esta eficiéncia.

De inicio, os critérios de medida de eficiéencia eram em geral
empiricos, principalmente no que se refere a eficiéncia de tempo. Baseado
em uma certa estratégia, um algoritmo era descrito e implementado. Em
seguida, efetuava-se uma avaliacdo pratica de seu comportamento. Isto é,
um programa implementando o algoritmo era executado em um
computador, para alguns conjuntos de dados de entrada diferentes. Para
cada execucdo media-se o tempo correspondente. Ao final da experiéncia
eram obtidas algumas curvas destinadas a avaliar o comportamento de
tempo do algoritmo.

Em geral, esses eram os critérios utilizados até aproximadamente a
primeira metade do século passado. Embora as informacdes obtidas através
desse processo sejam também tuteis, os critérios mencionados nao permitem
aferir, com exatiddao, o comportamento do algoritmo. E por varios motivos.
As curvas obtidas traduzem apenas os resultados de medidas empiricas para
dados particulares. Além disso, essas medidas sao dependentes de uma
implementacdo particular (portanto, da qualidade de programador), do
compilador especifico utilizado, do computador empregado e até das
condic¢des locais de processamento no instante da realizacao das medidas.

Estes fatos justificam a necessidade da adocdo de algum processo
analitico para avaliacdo da eficiéncia. O critério descrito a seguir tenta se
aproximar deste objetivo.

A tarefa de definir um critério analitico torna-se mais simples se a
eficiéncia a ser avaliada for relativa a alguma maquina especifica. Recorde
que o método de avaliacdo empirico mencionado anteriormente, produz
sempre resultados relativos ao computador utilizado nas experiéncias. Ao
invés de escolher uma maquina particular, em relacdao a qual a eficiéncia



dos algoritmos seria avaliada, € certamente mais conveniente utilizar-se um
modelo matematico de um computador. Uma possivel formulacdo desse
modelo é a RAM (random access machine). Este é composto de uma
unidade de entrada, unidade de saida, memodria e controle/processador
(Figura 1.5).

Memoria
Unidade Controle Unidade
entrada processador saida

Figura 1.5: Um modelo computacional

O funcionamento de uma RAM ¢é semelhante ao de um computador
hipotético elementar. O processador dispoe de instrugées que podem ser
executadas. A memoria armazena os dados e o programa. Este ultimo
consiste em um conjunto de instrucoes que implementa o algoritmo. Cada
instrucao I do modelo possui um tempo de instrucdo t(I). Assim sendo, se
para a execucdo de um programa P, para uma certa entrada fixa, sdo
processadas r,instrugdes do tipo I, r,instrucoes do tipo I,...,r instrucoes do
tipo I , entdo o tempo de execugdo do programa P é dado por 25~ 7 i), O
que se segue é uma tentativa de avaliacao deste somatorio.

Introduz-se a seguinte simplificacdo adicional. Supde-se que t(I) = 1
para toda instrucao I, isto é, que o tempo de execucdo de cada instrucao seja
constante e igual a 1. A primeira vista, essa simplificacdo talvez se afigure
como ndo razoavel. Para justifica-la, observe inicialmente que a relacao
t(I)/t(I,) entre os tempos de execucdo das instrucoes I e I, pode ser
aproximada a uma constante, considerando-se fixos os tamanhos dos
operandos. Por exemplo, uma instrucdio de multiplicacdo seria
aproximadamente k (constante) vezes mais lenta que uma comparacao. Essa
simplificacdo parece razoavel. Sejam agora T e T’ respectivamente, 0s
valores dos tempos de execugao do programa, para os caso em que t(I,)/t(1)
= constante e t(I) = 1. Isto é, T" corresponde ao valor do tempo de execucao
do programa, supondo apenas a simplificacdo de que a relacdo entre dois
tempos de instrucOes arbitrarias € uma constante. Enquanto isso, T"



corresponde ao tempo de execucdo do programa no caso em que 0s tempos
de instrucoes sao todos unitarios. Segue-se entao que existe uma constante
que limita T'/T", ou seja, a simplificacdo adicional t(I) = 1 introduz uma
distorcdo de exatamente uma constante, em relacdao a simplificacdo anterior
t(I)/e(1,) = k.

Com t(I) = 1, o valor do tempo de execucdo de um programa torna-se
igual ao namero total de instrucoes computadas. Denomina-se passo de um
algoritmo o a computacdo de uma instru¢dio do programa P que o
implementa. A complexidade local do algoritmo o é o numero total de
passos necessarios para a computacdao completa de P, para uma certa
entrada E. Assim sendo, considerando-se as simplificagdes introduzidas, a
complexidade local de o é equivalente ao seu tempo de execucdo, para a
entrada E. O interesse é determinar o numero total de passos acima, para
entradas consideradas suficientemente grandes.

Nesse sentido, torna-se relevante avaliar o tamanho da entrada.
Supondo que esta seja composta de n simbolos, 0 seu comprimento seria o
somatorio dos tamanhos das codificacdes correspondentes aos n simbolos,
segundo o critério de codificacdo utilizado. Para simplificar a analise, a
menos que seja explicitamente dito em contrario, o tamanho da codificagao
de cada simbolo sera considerado constante. Assim sendo, o tamanho da
entrada pode ser expresso por um numero proporcional a n, sendo
considerado grande quando n o for. Esta simplificacio é amplamente
satisfatoria quando a codificacdo de cada simbolo puder ser armazenada em
uma palavra de computador, como ocorre frequentemente. Nesse caso, 0
numero de palavras utilizadas exprime obviamente o comprimento da
entrada.

A avaliacdo da eficiéncia para problemas grandes é de certa forma a
mais importante. Além disso, facilita a manipulacdo de sua expressao
analitica. Consequentemente, seria também razoavel aceitar uma medida
analitica que refletisse um limite superior para o nimero de passos, em
lugar de um calculo exato. Define-se entdo complexidade (local) assintotica
de um algoritmo como sendo um limite superior da sua complexidade local,
para uma certa entrada suficientemente grande. Naturalmente, em se
tratando de um limite superior, o interesse € determina-lo o mais justo, ou
seja, o menor possivel. A complexidade assintdtica deve ser escrita em
relacdo as variaveis que descrevem o tamanho da entrada do algoritmo.



Para exprimir analiticamente a complexidade assintdtica é conveniente
utilizar a notagdo seguinte, denominada notagdo O. Seja f uma funcdo real
ndo negativa da variavel inteira n > 0. Diz-se que f é O(h), denotando-se f =
O(h), quando existirem constantes ¢, n,> 0 tais que f(n) < ch, para n > n,.
Por exemplo, 3x’+ 2x + 5 é O(X?), 3x°+ 2x + 5 é O(X’), 4x’+ 2y + 5x é O(x* +
y), 2x + logx + 1 é O(x), 542 é O(1), e assim por diante. E imediato verificar
que O(h,+ h)) = O(h,) + O(h,)) e O(h,-h,) = O(h,)-O(h,). Além disso, se h, >
h,, entdo O(h,+h,) = O(h,). Seja k uma constante, entdo O(k - h) = k - O(h) =
O(h). Observe que termos de ordem mais baixa sdo irrelevantes. Quando a
funcao f é O(h) diz-se também que f é da ordem de h.

A complexidade assintotica de um algoritmo obviamente nao € tunica,
pois a entradas diferentes podem corresponder numeros de passos
diferentes. Dentro dessa diversidade de entradas, é sem divida importante
aquela que corresponde ao pior caso. Talvez para a maioria das aplicagcoes
esse ¢ 0 caso mais relevante. Além disso, é de tratamento analitico mais
simples. Define-se entdo complexidade de pior caso (ou simplesmente
complexidade) de um algoritmo como o valor maximo dentre todas as suas
complexidades assintGticas, para entradas de tamanho suficientemente
grandes. Ou seja, a complexidade de pior caso traduz um limite superior do
nuimero de passos necessarios a computacdo da entrada mais desfavoravel,
de tamanho suficientemente grande.

A complexidade de um algoritmo é sem divida um indicador
importante para a avaliacdo da sua eficiéncia de tempo. Mas certamente
também possui aspectos desvantajosos e tampouco é o unico indicador
existente. A complexidade procura traduzir analiticamente uma expressao
da eficiéncia de tempo do pior caso. Contudo, ha exemplos em que é por
demais pessimista. Isto €, o pior caso pode corresponder a um numero de
passos bastante maior do que os casos mais frequentes. Além disso, a
expressao da complexidade ndao considera as constantes. Este € um outro
fator onde distor¢oes podem ser introduzidas. Seja o exemplo em que o
nimero de passos necessarios para a computacao do pior caso de um
algoritmo é cx’+ cx onde c, ¢,sd0 constantes com « < ¢ e x uma variavel
que descreve o tamanho da entrada. Entdo porque a complexidade é
assintotica ela seria escrita como O(x°), o que pode nao exprimir
satisfatoriamente as condicoes do exemplo.



Por analogia, define-se também um indicador para o melhor caso do
algoritmo. Assim sendo, a complexidade de melhor caso é o valor minimo
dentre todas as complexidades assintoticas do algoritmo, para entradas
suficientemente grandes. Isto é, a complexidade de melhor caso
corresponde a um limite superior do nimero de passos necessarios a
computacao da entrada mais favoravel, de tamanho suficientemente grande.
Analogamente ao pior caso, este novo indicador deve ser expresso em
funcdo do tamanho da entrada.

A notacdao Q seguinte é util no estudo de complexidade. Seja f uma
funcao real ndo negativa da variavel inteira n > 0. Entao f = Q(h) significa
que existem constantes c,n, > 0, tais que f(n) > ch, para n > n,. Por exemplo,
5m’+ 2n + 3 é Q(n’). Também 2n’+ 5n é Q(n°), e assim por diante.

Seja P um problema algoritmico, cuja entrada possui tamanho n > 0, e
g uma funcdo real positiva da variavel n. Diz-se que Q(g) é um limite
inferior de P quando qualquer algoritmo o que resolva P requerer pelo
menos O(g) passos. Isto é, se O(f) for a complexidade (pior caso) de a entdo
g é O(f). Por exemplo, se Q(n?) for um limite inferior para P, ndo podera
existir algoritmo que resolva P em O(n) passos. Um algoritmo o que possua
complexidade O(g) é denominado 6timo e, nesse caso, g é o limite inferior
maximo de P. Observe que «, é o algoritmo de complexidade mais baixa
dentre todos os que resolvem P. Este novo indicador é obviamente
importante e, frequentemente, de dificil determinacdo. E também mais geral
que os anteriores, pois € relativo ao problema e ndo a alguma solucao
especifica.

Como exemplo, seja o Algoritmo 1.1 da Secdo 1.3 para inversao da
ordem dos termos de uma sequéncia. A sua entrada consiste na sequéncia
S,...,S,, onde cada s possui tamanho constante. Ou seja, a entrada possui
tamanho O(n). O procedimento corresponde a um bloco composto por trés
operacOes de atribuicdo, o qual deve ser computado n/2 vezes. Cada uma
dessas operacoes pode ser computada em tempo constante. Logo o nimero
total de passos é O(n). Observe que esse algoritmo, em particular, ndao é
sensivel a entrada. Isto é, qualquer que seja a entrada, o algoritmo efetua
O(n) passos. Entao, naturalmente, as complexidades de pior e melhor casos
sdo ambas iguais a O(n).

Recorde que a complexidade de um algoritmo é um indicador relativo
ao modelo matematico RAM. Uma questdao natural seria saber se a sua



expressao pode ser utilizada para avaliar também o comportamento desse
algoritmo, quando implementado em uma maquina real. A resposta €,
felizmente, sim. Para ilustrar um caso, considere novamente o Algoritmo
1.1. Cada operacao de atribuicio mencionada em geral corresponde a m
(constante > 1) instru¢des na maquina real. Portanto, é constante a relacao
entre os tempos de execucdo, do Algoritmo 1.1, respectivamente quando
implementado em duas maquinas diferentes. Ou seja, a complexidade O(n)
independe da implementacdo particular realizada (supondo, obviamente,
uma implementacdo adequada, para cada caso). Esta observacao geral
justifica também a simplificacdo correspondente de adotar como critério de
avaliacdo de eficiéncia expressoes de complexidade determinadas a menos
de constantes.

Como exemplo adicional, considere o problema de ordenagdo. Dada
uma sequéncia S de nimeros, o objetivo consiste em dispo-los em ordem
ndo decrescente. Sejam s,s € S. Se s, < s e ssucede s em S, entdo diz-se que
o par s,s forma uma inversdo. Por exemplo, a sequéncia 2 5 3 4 apresenta
duas inversoes 5 3 e 5 4. A sequéncia estara ordenada exatamente quando
nao apresentar inversoes. Seja S,S, uma inversao. Se S,S, intercambiarem
posi¢des em S, entdo s,s obviamente deixa de ser inversdo. Esta troca de

posicoes pode também criar ou eliminar outras inversdes. Contudo, o
numero total das inversoes eliminadas é maior do que o das criadas. Essas
observacoes conduzem ao seguinte algoritmo de ordenacao.

Algoritmo 1.2: Ordenacdo de uma sequéncia (basico)
Dados: sequéncia S =s,,...,s,
enquanto existir uma inversao S5, efetuar
trocar de posigdo s,com s,

Para determinar a complexidade desse algoritmo, observe que o
mesmo apresenta basicamente duas operacgoes: (i) a identificacdo de uma
inversdo s,s e (ii) a correspondente troca de posigdes de s,com s. Seja I o
numero total de inversdes de S. A operacdao (ii) pode ser realizada
obviamente em tempo constante, logo requer O(I) passos no total. A
operacdo (i) pode ser realizada, sem dificuldade, em O(n) passos por
inversdo. Para tal, basta percorrer S da esquerda para a direita, comparando



cada nimero da sequéncia com o seu antecedente. Portanto, para identificar
todas as inversoes do processo o Algoritmo 1.2 requer tempo O(nl). A
leitura dos dados é realizada em tempo O(n). Logo, em uma primeira
analise superficial, sua complexidade assintotica é O(nl + n). As
complexidades de pior e melhor caso podem ser calculadas através da
atribuicdo de valores especificos a I. O valor maximo do numero de
inversoes I corresponde ao caso em que a sequéncia de entrada S se
encontra em ordem decrescente. Isto é, qualquer par de elementos forma
inversdo. Portanto, I = n(n— 1)/2.

O valor minimo de I ocorre quando S ja se encontra ordenada. Isto €,
I = 0. Logo, as complexidades de pior e melhor caso sdo O(n’) e O(n),

mi

respectivamente.

Para tornar o processo mais eficiente pode-se adotar um critério
segundo o qual as subsequéncias de s, até s sio mantidas ordenadas, para

valores crescentes de j. Isto é, no passo inicial, o problema é restrito a
subsequéncia S(1) = s,, ja ordenada trivialmente. No passo geral, supde-se

que esteja ordenada a subsequéncia S(j — 1) formada pelos j — 1 elementos
iniciais de S. Acrescente s a direita em S(j — 1). A ideia consiste em

sucessivamente comparar s, de S com o elemento de S(j — 1) imediatamente

a sua esquerda. Se esse par formar inversdao efetua-se a correspondente
troca de posigdes, e assim por diante. Caso contrario, ou se s se encontrar na

primeira posicdo da subsequéncia, entdo S(j) estara também ordenada. O
Algoritmo 1.3 descreve o processo.

Algoritmo 1.3: Ordenacdo de uma sequéncia
Dados: sequéncia S =s,,...,S
paraj=1,..,n — 1 efetuar
k:=j
enquanto s,> s e k> 1 efetuar
trocar de posicdo s,com s,
k:=k-1

O efeito principal produzido por esta alteracdo € tornar constante o
numero de operacoes necessarias para identificar as novas inversodes criadas
pela adigdo do elemento s. Assim sendo, a complexidade da ordenagéo



decresce para O(n + I). Isto €, a complexidade de pior do algoritmo acima é
o(m).

Observamos que a complexidade O(n’) para realizar a ordenacao de n
elementos pode ainda ser reduzida a O(nlogn). No Capitulo 3 sera
demonstrado que esta ultima é Otima para algoritmos que resolvem o
problema de ordenacao através de comparacao de seus elementos.

Foi discutido nesta secao o problema de conceituar um critério de
avaliacdo de eficiéncia de algoritmos. Apesar de ter sido mencionado
também o espaco, somente a eficiéncia de tempo foi considerada. A analise
do espaco requerido por um algoritmo é um problema, em geral, mais
simples do que o estudo do tempo. De forma analoga, podem ser definidas
para o espaco a complexidade assintotica, a de pior caso (ou simplesmente
complexidade) e a de melhor caso. Frequentemente, estas podem ser
obtidas sem maiores dificuldades através de expressoes na notacdo O. Por
exemplo, os algoritmos de ordenagao descritos anteriormente possuem
complexidades de espaco de pior e melhor caso, ambas iguais a O(n).
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Figura 1.6: RepresentacOes diferentes de uma lista

1.5 Estruturas de Dados

Nesta secdo sdo apresentadas, de forma sumaria, algumas estruturas de
dados de interesse ao texto. SupOe-se que o leitor ja esteja familiarizado
com o0 assunto, principalmente com os algoritmos de manipulacao dessas
estruturas. O objetivo desta apresentacao € apenas descrever a nomenclatura
utilizada.



Uma lista é simplesmente uma sequéencia de elementos. Utiliza-se a
notagao L = {a,...,a }, onde os a sdo os elementos da lista. Uma maneira
simples de representar L em um esquema de memoria de computador
consiste em alocar seus elementos a,,...,a sequencialmente na memoria.
Neste caso, L(j) denota o elemento a, 1 < j < n, sendo portanto determinado
pelo indice j. Esta forma de alocacdo denominase representagdo sequencial
de L, enquanto a lista L recebe o nome de lista sequencial ou vetor.

Um outro modo de representar L consiste em alocar a lista de
elementos a, ..., a, respectivamente, em posi¢oes quaisquer da memoria.

Nesse caso, a fim de que a lista possa ser manipulada ha necessidade de
associar uma variavel especial t chamada ponteiro a cada elemento a, da

lista. Para j < n, o ponteiro ¢ informa a localizagdo do elemento a,,,.

Define-se também t = ©, o que indica o final da lista. Uma variavel
especial t, chamada ponteiro inicial, informa a localizacdo do primeiro
elemento da lista. Este esquema de alocacdo é denominado representacgdo
por ponteiros, sendo L chamada lista encadeada. Nesta representacdao, em
geral, o par a,t ¢ alocado sequencialmente na memoria, pois a localizagdo
de t deve ser obtida implicitamente a partir de a.

Uma lista que ndo possui elementos é chamada vazia. Uma forma de
representar uma lista vazia consiste em definir um ponteiro inicial ¢, com ¢,
= Q.

Uma lista L = {a,,...,a }, na representacdo por ponteiros € tal que o
ponteiro ¢ informa a localizacdo do elemento g, (ao invés de t = @), recebe
o nome de lista circular. As Figuras 1.6(a), (b) e (c) ilustram uma lista L
com elementos {a,b,c,d,e}, nos casos, respectivamente, em que L € um

vetor, uma lista encadeada e uma lista circular. A notacdo grafica =
corresponde ao simbolo .

Ha aplicacdes em que é conveniente representar uma lista L =
{a,...,a } da seguinte maneira alternativa. Seus elementos estdo em posic¢oes
quaisquer da memoria. A cada elemento a € L € associado um par s,t de
ponteiros. O valor s indica a posigdo de a,— 1, enquanto ¢ informa a de a,,.
Define-se s,= t = ©. Da mesma forma, uma variavel especial ¢, o ponteiro
inicial, indica a localizacdo de a,. Este esquema ¢é denominado
representacdo por duplos ponteiros da lista, sendo esta denominada lista



duplamente encadeada. Ver Figura 1.7. Quando os ponteiros s, e t
informam, respectivamente, as localizacoes de a e a, entdo L denomina-se
lista circular duplamente encadeada.
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Figura 1.7: Uma lista duplamente encadeada

As modalidades de listas apresentadas até o momento diferem entre si
apenas no que toca a representacao. Isto é, ndo foram estabelecidas
restricoes quanto ao tipo de informacgdo de seus elementos, nem quanto a
forma de manipulacao das listas. Os tipos de listas descritas mais adiante
diferem quanto a este ultimo aspecto.

As operacgoes basicas efetuadas em uma lista L sdo as de inclusdo e
exclusdo de um elemento. Elas correspondem respectivamente a insercao de
um novo elemento em L e a retirada de algum outro da lista. Os algoritmos
de inclusdo e exclusdao de elementos em uma lista sdo simples e nao serdo
apresentados neste texto.

Os dois tipos de listas seguintes sdo bastantes frequentes. Uma pilha é
uma lista em que todo elemento a ser excluido é necessariamente o ultimo
incluido. A ideia de uma pilha pode ser visualizada imaginando-se um
conjunto de pratos empilhados. Nessa disposicdo, a introducao e retirada de
um prato se da somente pelo topo. Assim sendo, todo prato a ser excluido é
o ultimo que foi incluido. Uma fila é uma lista em que todo elemento a ser
excluido é necessariamente o primeiro incluido, presente na lista. Ou seja,
numa pilha se exclui apenas o elemento mais novo, enquanto que numa fila
é excluido o mais antigo. Uma fila pode ser visualizada, imaginando-se
simplesmente uma fila de pessoas. Nesta, toda pessoa a ser servida deve ser
a mais antiga da fila. As Figuras 1.8(a) e (b) ilustram, respectivamente,
esquemas de pilha e fila.
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Figura 1.8: Pilha e fila

Observe que uma lista L. mesmo quando encadeada é uma estrutura
necessariamente sequencial. Assim sendo, quando L € ndo vazia é sempre
possivel identificar o primeiro e o ultimo elementos da sequéncia, os quais
sdao denominados extremidades de L. Em particular, as operacoes de
inclusdo e exclusdo nas listas especiais anteriores sao efetuadas apenas nas
suas extremidades, conforme indica a Figura 1.8. Numa pilha, essas
operagOes sao ambas realizadas obrigatoriamente em uma sé extremidade,
chamada tipo da pilha. Em uma fila, as exclusdes sdo realizadas todas em
uma mesma extremidade, enquanto que as inclusdes sao efetuadas na outra.
Essas extremidades sdao denominadas inicio e final da fila, respectivamente.

Esses fatos conduzem a seguinte generalizacdo. Uma fila dupla é uma
lista L em que as inclusdes e exclusdoes sdo efetuadas apenas nas
extremidades. Isto é, se L possui mais de um elemento ha exatamente duas
localizacOes possiveis, as extremidades, para se inserir ou retirar elementos
de L. Quando as exclusoes forem restritas a uma s6 extremidade, L
denomina-se fila dupla de saida restrita, enquanto se as inclusdoes forem
restritas a estrutura é uma fila dupla de entrada restrita. Finalmente,
menciona-se que a inclusdo ou exclusao de um elemento em uma fila dupla
pode ser efetuada em um nimero constante de passos, através de algoritmo
simples.

1.6 A Linguagem Python

Como ja mencionado, os algoritmos serdo apresentados em uma linguagem
quase livre de formato, o que é conveniente em muitos aspectos. Entre eles,
em especial, a separacdao entre a logica da resolucao do problema, e os



requerimentos e limitagOes praticas que o uso de uma determinada
linguagem impde. Como exemplos de tais consideragdes que devem ser
feitas apos a elaboracdo do algoritmo, podemos citar a importacao de
bibliotecas, adequacdo a uma gramatica mais rigida (como o uso de
delimitadores de fim de linha e de inicio e fim de blocos que a gramatica de
algumas linguagens requerem), a transformacdo para uma notacao mais
distante da linguagem matematica utilizada no algoritmo, entre outras.
Desta forma, assim que um algoritmo é discutido e o método de solucao é
compreendido, pode surgir um obstaculo para o iniciante no
desenvolvimento de programas: como transpor este algoritmo para uma
linguagem de programacdo executavel? Este passo ndo pode ser
desprezado, pois a execucdao de experimentos reais com o0s algoritmos é
crucial no processo de aprendizado. Na tentativa de ajudar a transpor esta
barreira, apresentamos ao final de cada capitulo uma secdao que ilustra a
implementacdo de cada algoritmo na linguagem de programacao Python (na
sintaxe de sua Versao 3).

No restante desta secdo, trataremos de descrever as estruturas basicas
que foram apresentadas para os algoritmos e mostrar como elas serdo
transformadas para a linguagem Python.

Em Python, os blocos sdo definidos de forma anadloga aquela dos
algoritmos, com relacao as margens de cada linha. No caso do uso de um
editor de texto, as margens sao chamadas de indentacoes.

As sentencas especiais utilizadas nos algoritmos possuem em geral
uma estrutura equivalente na linguagem de programacao. No caso da
transformacdo para Python, mapearemos as sentengas dos algoritmos,
descritos na secao anterior, em geral, da seguinte maneira.

(i) algoritmo <comentdrio>

Esta sentenca ¢ utilizada opcionalmente para elaborar
comentarios especiais sobre o algoritmo e, assim sendo,
transforma-se naturalmente em comentarios na linguagem
Python, em suas duas formas possiveis:

1 #algoritmo <comentario>

ou



“""algoritmo <comentario
muito

longo>//////

(ii) dados: <descri¢cdo>
Transformado em comentario analogamente a transformacao
de “algoritmo” no item anterior.

(iii) procedimento <nome>

Em Python, a palavra reservada def é utilizada para indicar
um procedimento e, os dados de entrada descritos no item
anterior, sao formalmente definidos como argumentos
(parametros).Assim, uma transformacdo tipica de um
procedimento seria da seguinte forma:

#dados: Grafo G e um vértice v de G

def EscreverComponenteConexa (G, Vv):

(iv) se <condicdo> entao <sentenca 1> caso contrario se
<condicdo 2> entao <sentenca 2> caso contrario
<senteng¢a 3>

Transforma-se para a estrutura abaixo. Note que o uso de
“caso contrario se” em algoritmos possui uma palavra
propria em Python.

if <condicéo 1>:
<sentenga 1>
elif <condicdo 2>:

<sentenga 2>



else:

<sentenca 3> 1

(v) para <variacdo> efetuar <sentenca>

A transformacdo depende da natureza de <variagcdo>. Se
<varia¢do> se refere a uma variavel (digamos, i) que
assume valores de uma sequéncia cujo primeiro valor é ini e
o ultimo ndo é igual nem ultrapassa o valor fim, em
incrementos de valor passo a partir do valor inicial, a
transformacao sera feita por

for i in range(ini, fim, passo):

<sentencga> 1

Quando passo é omitido, ele é assumido ser unitario. Se, por
outro lado, <varia¢do> for uma variavel (digamos x) que
assume cada valor de um conjunto X (o que significa dizer
que, em Python, a estrutura que representa X € iteravel,
como € o caso de listas, por exemplo), a transformacdo é
feita por

for x in X:

<sentenga> 1

(vi) enquanto <condi¢do> efetuar <sentenga> Transforma-
se para a estrutura seguinte.

while <condicdo>:

<sentenga> 1

(vii) repetir <sentenca> até que <condi¢cdo>
Em Python, ndo existe uma estrutura especifica para esta
forma de repeticdo. A equivalente, neste caso, é dada pela



transformacdo abaixo (o comando break faz com que o
fluxo de controle saia da repeti¢ao).

1 while True:

2 <sentencga>

3 if <condigé&o>:
4 break

O operador de atribuicdo em Python é o =, que funciona
também com atribuicdo multipla. Assim, a atribuicao “x :=
10; y := 207, poderia ser expressa em Python da forma

abaixo

1 X = 10; y = 20

ou

1 X,y = 10,20
com resultados equivalentes. No entanto, nota-se que a
atribuicdo multipla ndo é equivalente a uma sequéncia de
atribuicoes simples, mas uma atribuicdio na qual as
expressoes sao atribuidas as respectivas variaveis de maneira
atomica. Por exemplo, a troca de valores entre as variaveis x
e y poderia ser feita da seguinte forma:

1 X,y = ¥,X

A representacdo dos vetores nos algoritmos € feita com listas de
Python. As listasde Python necessariamente fazem corresponder o primeiro
elemento a posicdao 0. Em geral, os vetores utilizados nos diversos
algoritmos usam a convencao de que o primeiro elemento se encontra na
posicdo 1. Assim, ha duas formas usuais de conduzir a transformacao. A
primeira maneira, é fazer com que todo acesso a uma lista sempre busque
por uma posicdao uma unidade a menos que a posicdo definida pelo



algoritmo. A segunda maneira, que €¢ a que devemos adotar, é que as listas
em Python possuirdo sempre um elemento a mais em relacio ao vetor
correspondente do algoritmo e de tal forma que o elemento de posicao 0 da
lista é atribuido a um valor conveniente qualquer e ndo é utilizado no
decorrer do algoritmo. O espaco extra constante de um elemento é
irrelevante perto da vantagem da implementacdao possuir menor diferenca
com seu algoritmo, facilitando o processo de conversao de algoritmo para a
linguagem.

Como exemplo de transformacdao de um algoritmo inteiro, ilustramos
aquela referente ao Algoritmo 1.1.

Programa 1.1: Inversao de uma sequéncia

1 #Algoritmo 1.1: Inversdo de uma sequéncia

2 #Dados: sequéncia s[1],...,s[n]

3 def InversaoSequencia(s):

4 n = len(s)-1 #primeiro elemento é desconsiderado
5 for j in range(1,n//2+1):

6 s[j1, s[n-j+1] = s[n-j+1], s[j]

Em alguns algoritmos, é utilizado como um valor numérico o valor
“00” (um abuso de notacao, dado que qualquer valor numérico é
definitivamente finito). Esta notacdo é util para representar um valor
numeérico que é arbitrariamente grande, maior do que qualquer outro valor
numérico que o algoritmo possa vir a processar. Em Python, ha um valor
com idéntico propdsito, a saber, o float(“inf”).

As listas de Python serdo utilizadas também para representar pilhas. A
proxima implementacdo ilustra a definicio de uma pilha, seguido de duas
operacoes de empilhamento e uma de desempilhamento.

1 Q = [] #define uma pilha (lista)

2 Q.append(3) #empilha o valor 3



3 Q.append(5) #empilha o valor 5

4 Q.pop() #desempilha o topo (valor 5)

Quanto a implementacao de filas, sera necessario utilizar uma estrutura
de dados especial do préprio Python para garantir a eficiéncia das operacoes
de insercdo e remocao, conforme ilustrado abaixo.

1 from collections import deque

2 Q = deque() #define uma fila (deque)

3 Q.append(3) #enfileira o valor 3

4 Q.append(5) #enfileira o valor 5

5 Q.popleft() #desenfileira o prdoximo (valor 3)

Para concluir, é importante observar que ao invés de utilizar as
transformacOes mais recomendadas para a linguagem Python de cada
algoritmo (que usasse recursos especificos da linguagem, para ser mais
proximo ao “jargao” da linguagem, ndo raro com alguns ganhos de
desempenho), optou-se em escolher, dentre todas versdes equivalentes de
implementacOes em termos de correcao e complexidade assintética, aquela
que fosse a mais semelhante com o algoritmo original. Isto se deve ao
objetivo principal de prover um exemplo de como um algoritmo se
transforma em implementacdo real, evitando sacrificar a facil observacao
do mapeamento entre algoritmo e implementacao.

1.7 Implementacoes

Nesta secdo, vamos apresentar a implementacao em Python, correspondente
ao Algoritmo 1.3.

1.7.1 Algoritmo 1.3: Ordenacdo de Sequéncias



O Programa 1.2 corresponde a implementacdao do Algoritmo 1.3. Note que,
na implementacdo, as condicoes logicas da repeticdo da Linha 6 sao
testadas em ordem inversa em relacdo a ordem apresentada no pseudo-
codigo, pois quando k=0, o valor s[k] é indefinido. Portanto, a condicao k
>= 1 deve ser avaliada antes. Ainda, é conveniente destacar o uso da
atribuicdo multipla na Linha 7 para trocar os valores de s[k] e s[k+1].

Programa 1.2: Ordenacao de sequéncias

1 def OrdenacaoSequencia(s):

2 #Dados: sequéncia s[1],...,s[n]

3 n = len(S)-1

4 for j in range(1,n):

5 k =3

6 while k >= 1 and s[k] > s[k+1]:
7 s[k], s[k+1] = s[k+1], s[k]

8 k=k-1

1.8 Exercicios

1.1 Mostrar que o conjunto L das linhas de um algoritmo e a
relacdo R formulada por “sRt < o bloco definido por s
contém o por t” para s, t € L, definem uma ordenacdo
parcial. Em que condicdo a ordenacao é total?

1.2 Usando a linguagem de apresentacao de algoritmos, da
Secao 1.3, como proceder em caso de linha continuagdo, de



modo a ndo contrariar as regras relativas a estrutura da
linguagem?

1.3 Suponha um algoritmo a com m linhas e b blocos
disjuntos cuja unido contenha todas as linhas. Supondo m
fixo, determinar a estrutura de « para que (i) b seja minimo,
(ii) maximo.

1.4 A complexidade relativa a espaco de um algoritmo é
assintoticamente ndo maior do que a relativa a tempo, para o
mesmo algoritmo. Certo ou errado?

1.5 Determinar a complexidade de melhor caso do
Algoritmo 1.3.

1.6 Escrever algoritmos para incluir e excluir elementos em
uma lista encadeada, composta de n elementos. Repetir o
problema supondo a lista duplamente encadeada. Qual a
complexidade dos algoritmos?

1.7 Diz-se que uma pilha S realiza a permutacao p de 1,...,n
quando existe uma sequéncia de inclusoes e exclusoes em S,
sobre a entrada 1,..,n tal que a ordem das exclusoes
corresponda a p. Caracterizar as permutagOes realizaveis de
1,...,n.

1.8 Resolver o problema anterior para os casos em que a
pilha é substituida, respectivamente, pelas seguintes listas:
(i) fila, (ii) fila dupla de entrada restrita, (iii) fila dupla de
saida restrita, (iv) fila dupla.



1.9 Uma k-pilha é uma lista em que todo elemento excluido
é algum dentre os k elementos incluidos mais recentemente.
Resolver o problema 1.7, com uma kpilha substituindo a
pilha. Supor, inicialmente, k = 2.

1.10 ENADE (2005)

Considere o algoritmo que implementa o seguinte processo:
uma colecdo desordenada de elementos é dividida em duas
metades e cada metade € utilizada como argumento para a
replicacdo recursiva do procedimento. Os resultados das
duas reaplicagdes sdao, entdao, combinados pela intercalacao
dos elementos de ambas, resultando em uma colecao
ordenada. Qual é a complexidade desse algoritmo?

a)O(m)

b)O(n™)

)0O(27)

d)O(logn % logn)
e)O(n x logn)

1.11 ENADE (2005)

No processo de pesquisa binaria em um vetor ordenado, 0s
nimeros maximos de comparacOes necessarias para se
determinar se um elemento faz parte de vetores com
tamanhos 50, 1.000 e 300 sdo, respectivamente, iguais a

a)5, 100 e 30.
b)6, 10 e 9.

c)8, 31 e 18.
d)10, 100 e 30.
e)25, 500 e 150.

1.12 ENADE (2005)



No desenvolvimento de um software que analisa bases de
DNA, representadas pelas letras A, C, G, T, utilizou-se as
estruturas de dados: pilha e fila. Considere que, se uma
sequéncia representa uma pilha, o topo é o elemento mais a
esquerda; e se uma sequéncia representa uma fila, a sua
frente é o elemento mais a esquerda. Analise o seguinte
cendrio: “a sequéncia inicial ficou armazenada na primeira
estrutura de dados na seguinte ordem: (A,G,T,C,A,G,T,T).
Cada elemento foi retirado da primeira estrutura de dados e
inserido na segunda estrutura de dados, e a sequéncia ficou
armazenada na seguinte ordem: (T,T,G,A,C,T,G,A).
Finalmente, cada elemento foi retirado da segunda estrutura
de dados e inserido na terceira estrutura de dados e a
sequéncia ficou armazenada na seguinte ordem:
(T,T,G,A,C,T,G,A)”. Qual a tnica sequéncia de estruturas de
dados apresentadas a seguir pode ter sido usada no cenario
descrito anteriormente?

a)Fila - Pilha - Fila.
b)Fila - Fila - Pilha.
c)Fila - Pilha - Pilha.
d)Pilha - Fila - Pilha.
e)Pilha - Pilha - Pilha.

1.13 MARATONA SBC - 1a. fase (2008)

Considere um numero inteiro P com n digitos decimais.
Forma-se o numero Q apagando-se d digitos (1 < d < n <
10°) de P e mantendo os demais na mesma ordem inicial.
Escreva um algoritmo para, dados n, d e P, obter o maior Q
possivel.

1.14 POSCOMP (2012)

As Estruturas de Dados (ED) sdao representadas
classicamente por Tipos Abstratos de Dados (TAD), que
permitem definir e especificar estas estruturas. Cada TAD



pode ter diferentes tipos de operacGes, mas ha trés operacoes
que sdo basicas e devem existir em qualquer TAD (além da
definicdo de tipo de dado). Assinale a alternativa que
apresenta, corretamente, essas trés operacoes basicas.

a) TAD de Pilha: Definicio do dado (tipo
utilizado) e as operacoes de inclusdaoinsercao
(empilhamento), remocdo (desempilhamento) e
impressao (apresentacdao dos dados).

b)TAD de Pilha: Definicao do dado (tipo utilizado)
e as operacoes de insercdo,remocao e impressao
(apresentacdo dos dados).

¢)TAD de Fila: Definicao do dado (tipo utilizado)
e as operacoOes de insercdo,remocao e inicializacao
(criacdo) da estrutura.

d)TAD de Fila: Definicao do dado (tipo utilizado)
e as operacoes de inicializacdo(criacao), insercao e
impressao (apresentacdao dos dados).

e)TAD de Lista: Definicao do dado (tipo utilizado)
e as operacoes de inicializa-cao (criacdo), insercao
numa posicao da Lista e remocdo de todos os
elementos da Lista (destrui¢do da lista).
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O historico artigo da ponte de Konigsberg é de Euler (1736). As arvores
foram introduzidas por Kirchhoff (1847) e Cayley (1857), respectivamente,
para aplicacdes em circuitos elétricos e quimica organica. Contudo, foram
também independentemente apresentadas em Jordan (1869), num contexto
puramente matematico. Conforme mencionado, supde-se que a formulacao
do problema das quatro cores seja de F. Guthrie. De Morgan escreveu a
primeira contribuicdo técnica ao assunto. Ao longo dos anos, diversas
provas incompletas ou incorretas foram produzidas. A mais famosa é a de
Kempe (1879), cuja incorrecao foi apontada por Heawood (1890). Nao
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CAPITULO 2

UMA INICIACAO A TEORIA DOS GRAFOS

2.1 Introducao

Serdo descritos neste capitulo alguns conceitos basicos da Teoria dos
Grafos. A apresentacao cobre, com alguma folga, o necessario a
compreensao dos problemas e algoritmos discutidos nos capitulos
seguintes. A terminologia e notacdo utilizadas, posteriormente nos
problemas, sdo também aqui introduzidas.

2.2 Os Primeiros Conceitos

Um grafo G(V,E) é um conjunto finito ndo vazio V e um conjunto E de
pares nao ordenados de elementos distintos de V . Dizemos que G é trivial
quando |V | = 1. Quando necessario, se utiliza o termo grafo ndo
direcionado, para designar um grafo. Os elementos de V sdo os vértices e 0s
de E sdo as arestas de G, respectivamente. Cada aresta e € E sera denotada
pelo par de vértices e = (v,w) que a forma. Nesse caso, 0s vértices v, w sao
os extremos (ou extremidades) da aresta e, sendo denominados adjacentes.
A aresta e é dita incidente a ambos v, w. Duas arestas que possuem um
extremo comum sdo chamadas de adjacentes. Utilizaremos a notacao n = |V
| e m =|E]|.

Um grafo pode ser visualizado através de uma representa¢do
geométrica, na qual seus vértices correspondem a pontos distintos do plano
em posicoes arbitrarias, enquanto que a cada aresta (v,w) é associada uma
linha arbitraria unindo os pontos correspondentes a v, w (Figura 2.1). Para
maior facilidade de exposicdo, é usual confundir-se um grafo com a sua
representacao geométrica. Isto €, no decorrer do texto sera utilizado o termo
grafo, significando também a sua representacao geomeétrica.

A partir desta definicdo é possivel formular o seguinte problema.
Dadas duas representacoes geométricas, correspondem elas a um mesmo
grafo? Em outras palavras, é possivel fazer coincidir, respectivamente, 0s



pontos de duas representacoes geomeétricas, de modo a preservar adjacéncia
(ou seja, de modo a fazer também coincidir as arestas)? Formalmente, o
problema pode ser enunciado da seguinte maneira. Dados dois grafos
G(V,E), G(V,E,), com |V| =|V]| = n, existe uma fungdo univoca f: V, »
V, tal que (v,w) € E se e somente se (f(v),f(w)) € E,, para todo vyw € V?
Em caso positivo, G, e G, sdo ditos isomorfos entre si. Por exemplo, as
representacoes geométricas dos grafos G e G,da Figura 2.2 podem se tornar
coincidentes, mediante a aplicacdo da funcdo f indicada na figura. Logo G, e
G,sdo isomorfos entre si. Contudo, ndo existe fungao f que faca coincidir as
representagdes G, e G,. Logo, G, é nao isomorfo a ambos G, G,. Esse
problema, denominado isomorfismo de grafos, pode naturalmente ser
resolvido pela forca bruta, examinando-se cada uma das n! permutacoes de
V (ou seja, cada funcao f possivel). Esse algoritmo necessita de pelo menos

Q(n!) passos, no pior caso. E desconhecido se existe ou ndo algum
algoritmo eficiente para o problema geral de isomorfismo de grafos.

o4
5 o o3
V=(1,2,3,4,5,6}
E={(1,2).(1,3).(3,2),(3,6).(5.3).(5.1),
(5,6),(4,6),(4,5),(6,1),(6,2),(3,4)} 19 o
Figura 2.1: Um grafo (V,E) e uma representacao geométrica do mesmo
f(5) f(8) ®
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Figura 2.2: Grafos isomorfos e ndo isomorfos



Algumas vezes é util relaxar a definicdao de grafos, de modo a permitir
uma aresta do tipo e = (v,v), isto é, formada por um par de vértices
idénticos. Uma aresta desta natureza é chamada laco (Figura 2.3(a)). Uma
outra extensao possivel consiste em substituir, na definicdo de grafo, o
conjunto de arestas E por um multiconjunto. O efeito desta alteracdo é,
naturalmente, permitir a existéncia de mais de uma aresta entre 0 mesmo
par de vértices, as quais sdao entao denominadas arestas paralelas. A
estrutura (V,E) assim definida é um multigrafo (Figura 2.3(b)).

®
(a) (b)
Figura 2.3: Um grafo com lacos e um multigrafo

Em um grafo G(V,E), define-se grau de um vértice v € V , denotado
por grau(v), como sendo o numero de vértices adjacentes a v. Um grafo é
regular de grau r, quando todos os seus vértices possuirem o mesmo grau r.
Por exemplo, cada grafo da Figura 2.2 é regular de grau 3. Observe que
cada vértice v é incidente a grau(v) arestas e cada aresta € incidente a 2
vértices. Logo, Y & grau(v) = 2|E|. Um vértice que possui grau zero €
chamado isolado.

Uma sequéncia de vértices v,,...,v, tal que (v,v,) € E, 1 <j < |k, é
denominado caminho ou passeio de v,,...v.. Diz-se entdo que v, alcan¢a ou
atinge v. Um caminho de k vértices é formado por k — 1 arestas (v,v,),
(V,v),...,(v,_,v). O valor k — 1 é o comprimento do caminho. Se todos os
vértices do caminho v,,...,v_forem distintos, a sequéncia recebe o nome de

caminho simples ou elementar. Se as arestas forem distintas, a sequéncia
denomina-se trajeto. Por exemplo, no grafo da Figura 2.2(a), a sequéncia 1,
2, 3, 7 é um caminho simples, enquanto que 2, 3, 7, 6, 2, 1, 5 é um trajeto.
Um ciclo é um caminho v,,...,v,v,, sendo v,=v,_ e k > 3. Se o caminho



v,...,v, for simples, o ciclo v,...,v,v_ também é denominado simples ou
elementar. Um grafo que ndo possui ciclos simples é aciclico. Um tridngulo
é um ciclo de comprimento 3. Dois ciclos sao considerados idénticos se um
deles puder ser obtido do outro, através de uma permutacao circular de seus
vértices. Um caminho que contenha cada vértice do grafo exatamente uma
vez é chamado hamiltoniano. Por outro lado, algum caminho ou ciclo que
contenha cada aresta do grafo, também exatamente uma vez cada, €
denominado euleriano. Um ciclo v,...,v,v,., € hamiltoniano quando o
caminho v,,...,v. 0 for. Se G é um grafo que possui ciclo hamiltoniano ou
euleriano, entdo G ¢é denominado hamiltoniano ou euleriano,
respectivamente. Por exemplo, no grafo da Figura 2.2(a), os ciclos 2, 3, 7,
6,2 e 7, 6,2 3, 7 sdo identicos, e o caminho 1, 5, 6, 2, 3, 7, 8, 4 é
hamiltoniano. Para maior simplicidade de apresentacdo, quando ndao houver
ambiguidade os termos “caminho” e “ciclo” serdo utilizados com o
significado de “caminho simples” e “ciclo simples”, respectivamente.

Figura 2.4: Um grafo desconexo

Um grafo G(V,E) é denominado conexo quando existe caminho entre
cada par de vértices de G. Caso contrario G € desconexo. Observe que a
representacdo geométrica de um grafo desconexo € necessariamente
descontigua. Em especial, o grafo G sera totalmente desconexo quando nao
possuir arestas.

Seja S um conjunto e §' € S. Diz-se que S' é maximal em relacdao a
uma certa propriedade P, quando S' satisfaz a propriedade P e ndo existe
subconjunto S” < §', que também satisfaz P. Observe que a definicdo
anterior ndo implica necessariamente que S’ seja o maior subconjunto de S
satisfazendo P. Implica apenas o fato de que S' ndo esta propriamente
contido em nenhum subconjunto de S que satisfaca P. De maneira analoga,
define-se também conjunto minimal em relacdo a uma certa propriedade. A
nocao de conjunto maximal (ou minimal) é frequentemente encontrada em



combinatoria. Ela pode ser aplicada, por exemplo, na seguinte definicao.
Denominam-se componentes conexas de um grafo G aos subgrafos
maximais de G que sejam conexos. Observe que a propriedade P, nesse
caso, é equivalente a “ser conexo”. As componentes conexas de um grafo G
sdo pois os subgrafos de G correspondentes as porcOes contiguas de sua
representacao geométrica. O grafo da Figura 2.2(a) é conexo, enquanto que
o da Figura 2.4 ndo o é. Este ultimo possui 4 componentes conexas.

Denomina-se distdncia d(v,w) entre dois vértices v,w de um grafo ao
comprimento do menor caminho entre v e w. Assim, a distancia entre os
vértices 1 e 8, no grafo da Figura 2.2(a) é igual a 2, isto é, d(1,8) = 2.

Seja G(V,E) um grafo, e € E uma aresta. Denota-se por G — e o grafo
obtido de G, pela exclusao da aresta e. Se v,w é um par de vértices nao
adjacentes em G, a notacio G + (v,w) representa o grafo obtido
adicionando-se a G a aresta (v,w). Analogamente, seja v € V um vértice de
G. O grafo G — v denota aquele obtido de G pela remocao do vértice v.
Observe que excluir um vértice implica remover de G o vértice em questao
e as arestas a ele incidentes. Da mesma forma, G + w representa o grafo
obtido adicionando-se a G o vértice w.

Observa-se ainda que essas operacOes de inclusao e exclusao de
vértices e arestas podem ser generalizadas. De um modo geral, se G é um
grafo e S um conjunto de arestas ou vértices, G — S e G + S denotam,
respectivamente, o grafo obtido de G pela exclusdo e inclusao de S,
respectivamente. Ver Figura 2.5.

4 4 4 4
L] e @ L ]
3e e5 3e 5 e ®5 3e e5
2e LS 2@ Ld5) 2e o6 2e ®6
o [ ] [ ]
1 1 i
G G-(2,6) G-1 G+(1.4)

Figura 2.5: Operacoes de exclusdo e inclusao de arestas ou vértices
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Figura 2.6: O passo principal do Teorema 2.1

Dado um grafo G, pode-se indagar quais seriam as condicGes para que
G possua um ciclo euleriano. A resposta a esta questdao constituiu o
primeiro teorema conhecido em Teoria de Grafos, mencionado no Capitulo
1 e reproduzido a seguir.

Teorema 2.1

Um grafo G conexo possui ciclo euleriano se e somente se todo vértice de
G possuir grau par.

Prova Seja C um ciclo euleriano de G. Cada ocorréncia de um dado vértice
v em C contribui com 2 unidades para o cdlculo do grau de v. Como cada
aresta de G aparece exatamente uma vez em C, conclui-se que v possui
grau par. Para a prova de suficiéncia, particiona-se inicialmente as arestas
de G em um conjunto C de ciclos simples, do sequinte modo. Como cada
vértice de G possui grau > 2, G contém necessariamente algum ciclo
simples C,.. Se C, contém todas as arestas de G, o particionamento C estd
terminado. Caso contrdrio, remove-se de G as arestas do ciclo C, e os
vértices isolados, porventura formados apos essa operagdo. No novo grafo
assim obtido, cada vértice possui ainda grau par. Determina-se assim um
novo ciclo simples e assim por diante. Ao final, as arestas de G encontram-
se particionadas em ciclos simples. Para determinar o ciclo euleriano,
considera-se um ciclo, por exemplo C, do particionamento C. Se ndo ha
mais ciclos de C a serem considerados, a prova estda concluida. Caso
contrdrio, como G € conexo, existe um ciclo C,& P tal que C e C,possuem
um vértice comum v. Entdo o ciclo formado pela unido das arestas de C, e
C, contém cada uma dessas arestas exatamente uma vez (Figura 2.6).
Repete-se o processo, considerando um novo ciclo C, € C, ainda ndo
considerado e assim por diante.
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Figura 2.8: Grafos completos

Observe que a prova de suficiéncia do Teorema 2.1 é construtiva. De
fato, ela corresponde a um algoritmo de complexidade O(n + m) para
encontrar (se existir) um ciclo euleriano num grafo com n vértices e m
arestas. Em contraste, a determinacdao de um ciclo hamiltoniano apresenta
dificuldade muito maior. Na realidade, ainda hoje é desconhecido se existe
ou ndo algum algoritmo eficiente para resolver este problema.

Denomina-se complemento de um grafo G(V,E) ao grafo G, o qual
possui o mesmo conjunto de vertices do que G e tal que para todo par de

vértices distintos v,w € V, tem-se que (v,w) é aresta de G se e somente se
ndo o for de G. Ver Figura 2.7.

Um grafo é completo quando existe uma aresta entre cada par de seus
vértices. Utiliza-se a notacdo K, para designar um grafo completo com n
vértices (Figura 2.8). O grafo K possui pois 0 numero maximo possivel de
arestas para um dado n, ou seja () arestas. Um grafo G(V,E) é bipartido
quando o seu conjunto de vértices V puder ser particionado em dois
subconjuntos V,V,, tais que toda aresta de G une um vértice de V,a outro de
V.. E til denotar-se o grafo bipartido G por (V,U V,E). Um grafo bipartido

completo possui uma aresta para cada par de vértices v,v, onde v,€ V. e v,



€ V. Sendo n,=|V| e n,= |V, um grafo bipartido completo é denotado por
K , ,e obviamente possui nn,arestas. Ver Figuras 2.8 e 2.9. Pode-se indagar

se existe algum processo eficiente para se reconhecer grafos bipartidos. A
resposta é afirmativa, e se baseia no seguinte Teorema.

Teorema 2.2

Um grafo G(V,E) é bipartido se e somente se todo ciclo de G possuir
comprimento par.

Prova Seja v,,...,v,,v,um ciclo de comprimento k do grafo bipartido G e seja
v.€ V. Logo,v,€ V,v,€V,v €V, e assim por diante. Como (v,v,) € E
implica v, € V,. Portanto k é par, o que mostra a necessidade. A prova da
suficiéncia consiste em exibir os subconjuntos V,V, que biparticionam o
conjunto de vértices do grafo G, no qual todos os ciclos possuem
comprimento par. Selecione arbitrariamente um vértice v, & V . Defina V,
como contendo v, e todos o0s vértices que se encontram a distancia par de v,.
Defina V,= V =V. Suponha que exista uma aresta (a,b) entre dois vértices
a,b € V.. Entdo os caminhos mais curtos entre v, e a, e entre v, e b unidos

com a aresta (a,b) formam um ciclo de comprimento impar, uma
contradigdo. As demais possibilidades sdo tratadas de forma andloga.
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Figura 2.9: Exemplos de grafo bipartido
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Figura 2.10: Exemplos de subgrafos
Um subgrafo G(V,E)) de um grafo G (V,E)) é um grafo tal que V,S V,
e E,€ E.. Se além disso, G,possuir toda aresta (v,w) de G,tal que ambos v e
w estejam em V,, entdo G, é o subgrafo induzido pelo subconjunto de
vértices V,. Diz-se entdo que V,induz G,. Ou seja, o subgrafo induzido G,de
G, satisfaz: para v,w € V,, se (v,w) € E entdo (v,w) € E.. Como exemplo, 0s
grafos das Figuras 2.10(b) e (c) sdo ambos subgrafos daqueles da Figura
2.10(a). Mas somente o da 2.10(c) € induzido. Similarmente, para um dado
E € E, se V.S V for exatamente o subconjunto de vértices de V, incidentes
a alguma aresta de E, entdo G/(V,E) é o subgrafo induzido pelo

subconjunto de arestas E,S E..

Denomina-se cliqgue de um grafo G a um subgrafo de G que seja
completo. Chamase conjunto independente de vértices a um subgrafo
induzido de G, que seja totalmente desconexo. Ou seja, numa clique existe
uma aresta entre cada par de vértices distintos. Num conjunto independente
de vértices ndo ha aresta entre qualquer par de vértices. O tamanho de uma
clique ou conjunto independente de vértices é igual a cardinalidade de seu
conjunto de vértices. Por exemplo, no grafo da Figura 2.7(a), o subgrafo
induzido pelo subconjunto de vértices {2,3,4,6} é uma clique de tamanho 4.
O subgrafo induzido pelo subconjunto {1,3,5} é um conjunto independente
de vértices, de tamanho 3. Dado um grafo G, o problema de encontrar em G
uma clique ou conjunto independente de vértices com um dado tamanho k,

pode ser facilmente resolvido por um processo de forca bruta, através do
n

exame do subgrafo induzido por (k) subconjuntos de V com k vértices. Este
método corresponde pois a um algoritmo de complexidade Q(n"). E
desconhecido se existe algum processo eficiente para resolver este
problema.
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Figura 2.11: Uma floresta composta de duas arvores

Finalmente, um grafo sera denominado rotulado em vértices (ou
arestas) quando a cada vértice (ou aresta) estiver respectivamente associado
um conjunto, denominado rétulo. Por exemplo, o grafo da Figura 2.10(a)
pode ser considerado como rotulado em vértices, pois a estes estdao
associados os conjuntos {1}, {2}, {3}, {4} e {5}, respectivamente.

2.3 Arvores

Um grafo que ndo possui ciclos € aciclico. Denomina-se arvore a um grafo
T(V,E) que seja aciclico e conexo. Se um vértice v da arvore T possuir grau
< 1 entdo v é uma folha. Caso contrario, se grau(v) > 1 entdo v é um vértice
interior. Um conjunto de arvores é denominado floresta. Assim sendo, todo
grafo aciclico é uma floresta. A Figura 2.11 ilustra uma floresta composta
de 2 arvores. Os vértices v e w assinalados na arvore mais a esquerda da
figura sdao respectivamente uma folha e um vértice interior. A Figura 2.12
ilustra todas as possiveis arvores (ndo isomorfas entre si) com 6 vértices.

Observe que toda arvore T com n vértices possui exatamente n — 1
arestas. O seguinte argumento indutivo justifica a afirmativa. Se T possui 1
vértice entdo obviamente seu numero de arestas € zero. Suponha que T
contenha n — 1 vértices e n — 2 arestas, n > 1. Considere a adi¢cdo de uma
nova aresta e = (v,w). Como T é conexo, pelo menos um dentre v,w pertence
a T. Mas como T ¢ aciclico, pelo menos um deles ndo pertence a T (caso
contrario, a inclusao de uma nova aresta entre dois vértices de T produz um
ciclo).
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Figura 2.12: As arvores com 6 vértices

Logo, exatamente um dentre v,w pertence a T, o que significa que a
arvore passa a possuir n veértices e n—1 arestas. Através de um raciocinio
analogo pode-se mostrar que o numero de folhas de T varia entre um
minimo de 2 e maximo de n — 1, paran > 2.

Arvores constituem uma classe extremamente importante de grafos,
principalmente devido a sua aplicacdo nas mais diversas areas. O teorema
abaixo € uma caracterizagdo para as arvores.

Teorema 2.3

Um grafo G é uma arvore se e somente se existir um unico caminho entre
cada par de vertices de G.

Prova Seja G uma arvore. Entdo G é conexo e portanto existe pelo menos
um caminho entre cada par v,w de vertices de G. Suponha que existam dois
caminhos distintos vP.w e vP,w, entre v e w. Entdo vP wP v é um ciclo, o
que contradiz G ser aciclico. Isto prova a necessidade. Reciprocamente, se
existe exatamente um caminho entre cada par de vértices de G, entdo o
grafo é conexo e, além disso, ndo pode conter ciclos. Logo G é uma arvore.

Além do Teorema 2.3, existem diversas outras possiveis
caracterizagOes para as arvores. O teorema seguinte resume algumas dessas.



Teorema 2.4
Seja G(V,E) um grafo. As possiveis afirmativas sdo equivalentes.

(i) G é uma arvore.

(ii) G é conexo e |E| é minimo.
(iii) G é conexo e |E| = |V | — 1.
(iv) G é aciclicoe |[E| =|V| - 1.

(v) G é aciclico e para todo vw € V|, a adigcdo da aresta
(v,w) produz um grafo contendo exatamente um ciclo.
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Figura 2.13: Excentricidade de vértices

A prova do Teorema 2.4 ndo apresenta dificuldade e sera omitida. Seja
G(V,E) um grafo. Denomina-se excentricidade de um vértice v € V ao valor
maximo da distancia entre v e w, para todo w € V. O centro de G é o
subconjunto dos vértices de excentricidade minima. A tabela da Figura
2.13(b) apresenta as excentricidades dos vértices do grafo da 2.13(a). O
centro desse grafo € entdo o subconjunto dos vértices {c,d,e}.

O centro de um grafo pode possuir no minimo um e no maximo n
vértices. O centro de uma arvore possui ndo mais do que 2 vértices. O lema
seguinte sera utilizado na justificativa deste fato.

Lema 2.1

Seja T uma arvore com pelo menos 3 vértices. Seja T' a arvore obtida de T
pela exclusdo de todas as suas folhas. Entdo T e T' possuem o mesmo
centro.



Prova Observe inicialmente que se um vértice f de T é uma folha entdo f
ndo pertence ao centro de T'. Isto porque o vértice g adjacente a f possui
necessariamente excentricidade uma unidade menor do que a de f. Seja
agora um vértice interior v de T. O vértice w, cuja distancia a v é maxima, é
necessariamente uma folha. Logo a exclusdo de todas as folhas de T faz
decrescer de uma unidade a excentricidade de cada um de seus vértices
interiores. Isto completa a prova.

Tem-se entao:

Teorema 2.5
O centro de uma darvore T possui um ou dois vertices.

Prova Se T possui até dois vértices o teorema é trivial. Caso contrdrio,
aplicar repetidamente o Lema 2.1.

Observe que a prova do Teorema 2.5 é construtiva. Ela corresponde ao
seguinte algoritmo para a determinacdo do centro de uma arvore (ver Figura
2.14).
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Figura 2.14: Determinacdo do centro de uma arvore

Algoritmo 2.1: Determinacdo do centro de uma arvore
Dados: arvore T(V,E)
enquanto |V | > 2 efetuar
excluir as folhas da arvore



Ao final do procedimento anterior, V contém o centro da arvore dada.
Para avaliar a complexidade do algoritmo, observe que o teste da condicao
“IV.| > 2” é efetuado O(n) vezes. A identificacdo de todas as folhas da
arvore requer O(n) operacoes. L.ogo, o algoritmo pode ser implementado
em tempo O(n’). Contudo, observando-se a relacao entre o grau de cada
vértice das arvores, antes e apO0s a operacdo de remocdo das folhas,
respectivamente, é possivel uma implementacao em tempo O(n).

Denomina-se subgrafogerador (ou subgrafodeespalhamento) de um
grafo G(V,E) a um subgrafo G,(V,E)) de G, tal que V, = V.. Quando o
subgrafo gerador é uma arvore, ele recebe o nome de arvore geradora
(arvore de espalhamento). Os grafos das Figuras 2.15(b) e (c) sdao subgrafos
geradores do grafo da 2.15(a), enquanto que o da 2.15(c) é uma arvore
geradora dos outros dois.

Todo grafo conexo G possui arvore geradora. O seguinte processo
construtivo de uma arvore geradora T de G justifica esta afirmativa.
Considere uma aresta e de G. Remover e de G se G — e for conexo. Quando
todas as arestas que permaneceram ja tiverem sido consideradas, o grafo
resultante é uma arvore geradora de G. Observe que se G nao for conexo,
pode-se aplicar esta mesma ideia a cada componente conexa de G, obtendo
entdao uma floresta geradora de G, ou seja, uma arvore geradora para cada

componente conexa do grafo.
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Figura 2.15: Subgrafo gerador e arvore geradora
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Figura 2.16: Arvores

Seja G(V,E) um grafo conexo e T(V,E) uma arvore geradora de G. Uma
aresta e € E — E_é denominada elo de G em relacdo a T. Sendo |V | = n, |E|
= m tem-se: |E, | = n—1 e portanto o numero total de elos distintos de G é
igual a m—n+1. O valor m — n + 1 é denominado posto do grafo G. Observe
que a adicdo do elo e a arvore T produz sempre um unico ciclo simples, isto
é, o grafo G+e possui exatamente um ciclo simples, o qual contém a aresta
e. Este ciclo é denominado ciclo fundamental de G, em relacao a T. Chama-
se conjunto fundamental de ciclos ao conjunto de todos os ciclos
fundamentais de G, em relacdo a arvore T. Assim sendo, um conjunto
fundamental de ciclos é formado por m-n+1 ciclos simples,
correspondentes respectivamente aos m— n+1 elos de G em relacdao a T.
Cada ciclo do conjunto fundamental possui exatamente um elo. Para um
certo grafo G um conjunto fundamental de ciclos depende da arvore
geradora considerada. Contudo a cardinalidade desse conjunto € invariante
e igual ao posto do grafo. Por exemplo, o grafo da Figura 2.15(a) possui
posto igual a 4. Seus elos em relacdo a arvore geradora da 2.15(c) sdo
respectivamente as arestas (1,3), (1.4), (3,6) e (4,5). O conjunto
fundamental de ciclos do grafo considerado, em relacio a essa arvore
geradora, é constituido pelos 4 ciclos {1,2,3,1; 1,2,3,4,1; 3,5,6,3; 3,4,5,3}.

Uma arvore T(V,E) é denominada enraizada quando algum vértice v €
V é escolhido como especial, sendo este vértice também chamado de raiz da
arvore. Uma arvore nao enraizada é também denominada arvore livre. Por
exemplo, a arvore livre da Figura 2.16(a) torna-se a arvore enraizada da
2.16(b), quando o vértice c é escolhido como raiz. Sejam v,w dois vértices
de uma arvore enraizada T de raiz r. Suponha que v pertenca ao caminho de
rawem T. Entdo v é ancestral de w, sendo w descendente de v. Se ainda v
# w, v é ancestral proprio de w, e este é descendente proprio de v. Além



disso, se (v,w) é aresta de T, entdo v € pai de w, sendo w filho de v. Dois
vértices que possuem 0 Mesmo pai sao irmdos.

A raiz de uma arvore naturalmente ndo possui pai, enquanto que todo
vértice v # r possui um unico. Uma folha é um vértice que ndao possui
filhos. Denomina-se nivel de um vértice v, denotado por nivel(v), ao
numero de vértices do caminho da raiz r a v. Entao nivel(r) = 1 e se dois
vértices v,w sao irmaos, nivel(v) = nivel(w). A altura da arvore T é igual ao
valor maximo de nivel(v), para todo vértice v de T. Por exemplo, o conjunto
dos ancestrais do vértice j da arvore enraizada da Figura 2.16(b) é {j,e,c}.
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Figura 2.17: Subarvore e subarvore parcial
O conjunto dos ancestrais proprios de j é {c,e}. O dos descendentes de j é
{j,i,k} e {i,k} é o conjunto dos descendentes proprios desse vértice. O pai
de j é o vértice e, enquanto que seus filhos sdo i,k. O nivel de j é 2 e a altura
da arvore é 3.

Seja T(V,E) uma arvore enraizada e v &€ V. Uma subdrvore T de T é a
arvore enraizada cuja raiz é v, definida pelo subgrafo induzido em T pelos
descendentes de v. Isto é, u é pai de w em T se e somente se o for em T,
para todo u,w descendentes de v em T. Seja S um subconjunto de vértices de
T tal que T — S seja conexo e v /&€ S. O grafo T,— S é entdo denominado
subdrvore parcial de raiz v. Obviamente a subarvore de raiz v é tnica para
cada v € V, enquanto que a subarvore parcial ndo o é. A arvore da Figura
2.17(a) é a subarvore de raiz e da arvore enraizada da 2.16(b), enquanto que
a da 2.17(b) é uma subarvore parcial da raiz e, daquela mesma arvore.

Observe que na definicdo da arvore enraizada é irrelevante a ordem em

que os filhos de cada vértice v sao considerados. Caso esta ordenagao seja
relevante, a arvore é denominada enraizada ordenada. Assim sendo, numa



arvore enraizada ordenada, para cada vértice v que possui filhos, pode-se
identificar o primeiro filho de v (o mais a esquerda), o segundo (segundo
mais a esquerda) e assim por diante. Obviamente, se duas arvores
enraizadas sdo isomorfas, nao necessariamente elas o serdo como arvores
enraizadas ordenadas. Para tanto, o isomorfismo deve preservar também a
ordenacdo. As arvores das Figuras 2.18(a) e (b) sdao isomorfas entre si, se
consideradas como enraizadas. Mas ndo o sao como enraizadas ordenadas.
Observe, por outro lado, que arvores isomorfas livres também ndo serdao
necessariamente isomorfas, se consideradas como enraizadas. Ha diversas
aplicacOes em arvores, que requerem a mencionada ordenacao.

(@) (b)
Figura 2.18: Arvores enraizadas isomorfas

Uma arvore estritamente m-aria T é uma arvore enraizada ordenada em
que cada vértice nao folha possui exatamente m filhos, m > 1. Quando m =
2 a arvore é estritamente bindria. A cada filho w de todo vértice nao folha v
de T, atribua agora um rotulo inteiro positivo r(w), 1 < r(w) < m, igual a
posicdo que w ocupa na ordenacdo dos filhos de v. Uma subarvore parcial
de uma arvore estritamente m-aria que possui essa rotulacao € chamada
arvore m-aria. Ou seja, numa arvore m-aria T dois vértices irmaos w,w_,
consecutivos na ordenacao dos filhos de um vértice v podem ter rotulos nao
consecutivos (ndo necessariamente r(w,)-r(w) = 1). Pode-se entdo
considerar que uma arvore m-aria € obtida a partir de uma estritamente m-
aria pela remogdo de r(w,,) — r(w) — 1 subarvores entre cada par de irmaos
w,w,_, além de r(w,) — 1 subarvores antes do filho w,de v e r(w) — 1 apds o
ultimo filho w de v.

Por exemplo, numa arvore binaria cada filho w de v pode ser
identificado como o filho esquerdo ou direito. Naturalmente, o filho
esquerdo pode existir sem o direito, ou vice-versa. As Figuras 2.19(a) e (b)
ilustram arvores binarias. Elas ndo sdo isomorfas, apesar de o serem como



arvores enraizadas ordenadas. A arvore da Figura 2.19(c) é estritamente
ternaria.
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Figura 2.19: Arvores m-érias

2.4 Conectividade

Seja G(V,E) um grafo conexo. Um corte de vértices de G é um subconjunto
minimal de vértices V' € V cuja remocdao de G o desconecta ou o
transforma no grafo trivial. Assim sendo, o grafo G — V' é desconexo ou
trivial e para todo subconjunto préprio V" < V', G — V" é conexo e ndo
trivial. Analogamente, um corte de arestas de G é um subconjunto minimal
de arestas E' € E, cuja remocao de G o desconecta. Isto ¢, G — E' é
desconexo e para todo subconjunto proprio E" < E', G — E" é conexo. Se G

é um grafo completo K,n > 1, entdo ndo existe subconjunto proprio de

vértices V' € V cuja remocdo desconecte G, mas removendo-se n—1
vértices resulta o grafo trivial. Denomina-se conectividade de vértices c, de
G a cardinalidade do menor corte de vértices de G. Analogamente, a
conectividade de arestas c,de G é igual a cardinalidade do menor corte de
arestas de G. Ou seja. ¢, € igual ao menor numero de vértices cuja remocao
desconecta G ou o transforma no grafo trivial. Se G é um grafo desconexo,
entdo c¢,= ¢,= 0. Considere agora o grafo da Figura 2.20(a), por exemplo. O
subconjunto {3,4} é um corte de vértices, pois sua remocdo desconecta o
grafo nas componentes ilustradas na Figura 2.20(b). Em relacdo a este
mesmo grafo, o subconjunto de arestas {(1,3),(2,3),(4,5)} é um corte de
arestas, porque removendo-o de G produz o grafo desconexo da 2.20(c).
Observe também que removendo de G o subconjunto de vértices {3,4,7}
desconecta G. Contudo, {3,4,7} ndo é um corte de vértices, pois contém
propriamente o corte {3,4} . Por outro lado, os cortes de vértices e arestas,
de cardinalidade minima de G, sdo respectivamente os subconjuntos {5} e



{(3,5),(4,5)}. Portanto as conectividades de vértices e arestas desse grafo
ilustrado na Figura 2.20 sdo respectivamente iguais a 1 e 2.
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Figura 2.20: Cortes de um grafo

Sendo k um inteiro positivo, diz-se que um grafo G é k-conexo em
veértices quando a sua conectividade de vértices é > k. Analogamente, G € k-
conexo em arestas quando sua conectividade de arestas ¢ > k. Em outras
palavras, se G é k-conexo em vértices (arestas) entdao nao existe corte de
vértices (arestas) de tamanho < k. O grafo da Figura 2.20(a) é 1-conexo em
vértices e em arestas, e 2-conexo em arestas.

Sejam G(V,E) um grafo e E' € E um corte de arestas de G. Entao é
sempre possivel encontrar um corte de vértices V' de tamanho |V'| < |E'|.
Basta escolher para V' precisamente o subconjunto de vértices v tais que
toda aresta e € E' é incidente a algum v € V'. Consequentemente, para todo
grafo vale c < c,. Seja w o vértice de grau minimo no grafo G, suposto ndo
completo. Entdo é possivel desconectar G, removendo do grafo as grau(w)
arestas, aquelas incidentes a w. Entdo grau(w) > ¢, > c,. Observe que se G
for o grafo completo K, entdo grau(w) =c,=c,=n — 1.

O estudo de conectividade constitui um topico basico em grafos. Os
grafos 1-conexos foram denominados conexos na Secao 2.2. Grafos 2-
conexos (também denominados biconexos) apresentam propriedades
interessantes. Considere G(V,E) um grafo. Um vértice v é denominado
articulacdo quando sua remocdao de G o desconecta. Ou seja, G — v é
desconexo. Uma aresta e € E é chamada ponte quando sua remocao de G o
desconecta. Nesse caso, G — e é desconexo. Assim sendo, um grafo é
biconexo em vértices (arestas) se e somente se nao possuir articulacoes
(pontes). Denominam-se componentes biconexas do grafo G aos subgrafos
maximais de G que sejam biconexos em vértices, ou isomorfos a K. Cada



componente biconexa é também chamada bloco do grafo. Assim se G é
biconexo em veértices entdo G possui um unico bloco, que coincide com o
proprio G. No grafo da Figura 2.21(a), os vértices 2, 3 e 4 sdo articulacoes,
enquanto que a aresta (2,4) é uma ponte. Suas componentes biconexas estao
indicadas na Figura 2.21(b). O lema seguinte traz informacOes sobre os
blocos de um grafo.
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Figura 2.21: Um grafo e seus blocos

Lema 2.2
Seja G(V,E) um grafo. Entdo:

(i) Cada aresta de G pertence a exatamente um bloco do
grafo.

(i) Um vértice v de G é articulacio se e somente se v
pertencer a mais de um bloco do grafo.

A prova é simples e sera omitida. As articulagcdes e pontes de um grafo
podem ser caracterizadas pelo Lema 2.3.

Lema 2.3
Seja G(V,E) um grafo conexo, |V | > 2. Entdo:

(i) Um vértice v € V é articulagao de G se e somente se
existirem vértices w,u # v tais que v estd contido em todo
caminho entre w e u em G.



Prova

Lema 2.4

(ii) Uma aresta (p,q) € E é ponte se e somente se p,q for o
unico caminho simples entre p e g em G.

(i) Se v é articulacdao de G entdo G — v é desconexo. Sejam
w, u dois vértices localizados em componentes conexas
distintas de G — v. Entdo todo caminho entre w e u contém v
(Figura 2.22(a)). Analogamente segue a reciproca.

W, [ eu Pe eo(

(a) (b)
Figura 2.22: Prova do Lema 2.3

(ii) Se (p,q) € E é uma ponte entdo o grafo G—(p,q) é
desconexo, localizando-se p e q em componentes conexas
distintas de G — (p,q). Logo (p,q) é o unico caminho simples
entre p e q em G (Figura 2.22(b)). Da mesma forma, a
reciproca é andloga.

Um grafo G(V,E),|V | > 2, é biconexo se e somente se cada par de vértices
de G estd contido em algum ciclo.

Prova Segue da parte (i) do Lema 2.3.

O Lema 2.4 pode ser generalizado, como se segue.

Teorema 2.6

Seja G um grafo k-conexo. Entdo existe algum ciclo de G passando por
cada subconjunto de k vértices.

Observe que a reciproca do Teorema 2.6 nao € valida para k > 2. O
grafo definido por exatamente um ciclo de comprimento |V | explica a
razdo. O teorema seguinte caracteriza grafos k-conexos.



Teorema 2.7

Um grafo G(V,E) é k-conexo se e somente se existissem k caminhos
disjuntos (exceto nos extremos) entre cada par de vértices de G.

As provas dos Teoremas 2.6 e 2.7 sao mais elaboradas e nao serao aqui
apresentadas.

2.5 Planaridade

Nesta secdo retorna-se a nocdo de representacdo geomeétrica dos grafos.
Seja G um grafo e R uma representacao geométrica de G em um plano. A
representacao R é chamada plana quando nao houver cruzamento de linhas
em R, a ndo ser nos vértices, naturalmente. Um grafo é dito planar quando
admitir alguma representacao plana. Por exemplo, a Figura 2.23(a) ilustra
uma representacdo ndo plana do grafo completo de 4 vértices K,. A Figura
2.23(b) mostra contudo uma representacao plana desse grafo. Logo,
conclui-se que K, é planar. Este conceito pode ser estendido para outras
superficies. Assim, de um modo geral diz-se que o grafo G é imersivel em
uma superficie S se existir uma representacdo geométrica R de G,
desenhada sobre S, tal que duas linhas de R ndo se cruzem, a ndo ser nos
vértices.
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Figura 2.23: Um grafo planar

Seja G um grafo planar e R uma representacao plana de G, num plano
P. Entdo as linhas de R dividem P em regi0es, as quais sao denominadas



faces de R. Observe que existe exatamente uma regidao nao limitada. Esta é
chamada face externa. A representacao da Figura 2.23(b), por exemplo,
possui 4 faces, sendo a face nimero 4 a externa. Segue-se que duas
representacoes planas de um grafo possuem sempre o mesmo numero de
faces.

Logo este numero constitui também um invariante de um grafo, sendo
denotado por f. Os nimeros de vértices, arestas e faces de um grafo planar
ndo sdo independentes. O teorema seguinte os relaciona.

‘Teorema 2.8

Seja G um grafo planar. Entdo n+f = m+2. Uma representacdo plana
conveniente de G corresponde a um poliedro com n vértices, m arestas e f
faces. A expressdo anterior é a férmula de Euler para poliedros e pode ser
demonstrada por indugdo.

Observe que quanto maior é o nimero de arestas de um grafo G em
relacdo ao seu numero de vértices, mais dificil intuitivamente se torna a
obtencdo de uma representacdo geomeétrica plana para G. De fato, ha um
limite maximo para o numero de arestas de um grafo planar, dado pelo lema
a seguir.

Lema 2.5
Seja G um grafo planar. Entdo m < 3n — 6.

‘o W

Figura 2.24: Imersao de um grafo planar na esfera

Prova Cada face é delimitada por um minimo de 3 arestas e cada aresta
pertence a exatamente duas faces. Logo 2m > 3f. Substituindo na formula
de Euler, tem-se:
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Uma outra questdo relacionada é “dado um grafo G planar, admite ele
uma representacao plana em que todas as linhas sao retas?”. Por exemplo, a
representacdo plana da Figura 2.23(b) contém uma linha ndo reta.
Mudando-se a disposicdo dos pontos obtémse a representacao da Figura
2.23(c), em que todas as linhas o sdo. Este fato é geral. Ou seja, todo grafo
planar admite uma representacao plana em que todas as linhas sao retas. A
prova deste fato é elaborada e ndo sera apresentada, no texto.

Conforme foi mencionado, toda representacao plana de um grafo G
contém uma face externa, ndo limitada. Para evitar a distincdo entre faces
limitadas e ndo limitadas, podese considerar a representacdo geométrica de
G em uma esfera, ao invés de num plano. Para tal, seja uma esfera S
apoiada num plano P, sendo b o ponto de contato entre essas superficies.
Seja a o ponto de S diametralmente oposto a b. Denote por R uma
representacao plana do grafo G no plano P. Entdo cada ponto v de R em P
possui um correspondente V' na esfera S, sendo v' definido pela intersecao
de S com a reta av. A Figura 2.24 mostra a representacao da aresta (v,w) em
uma esfera. E imediato verificar que essa construcdo define uma
representacao geomeétrica de G em S, sem cruzamento de linhas (a ndo ser
nos vértices). E reciprocamente, ou seja, um grafo G é planar se e somente
se G for imersivel em uma esfera. As representacdes geométricas na esfera
apresentam a vantagem de ndo possuirem regioes (faces) ilimitadas.

Uma questdo basica é naturalmente caracterizar os grafos planares.
Inicialmente tem-se:

Lema 2.6
Os grafos K. e K, sdo ndo planares.

Prova Para K_tem-se n = 5 e m = 10. Assim m > 3n — 6. Portanto K, ndo

satisfaz a condigdo necessdria do Lema 2.5, logo ndo pode ser planar. Para
K, tem-sen=6em=09.
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Figura 2.26: Subdivisao de arestas
Suponha que K, seja planar. Entdo deve satisfazer a Formula de Euler,
ou seja, seu numero de faces é f = m — n + 2 = 5. Em qualquer
representagdo plana de K. ,, cada face deve ter pelo menos 4 arestas (pois o
menor ciclo em K, tem comprimento 4). Além disso, cada aresta pertence a
exatamente 2 faces. Logo 2m > 4f, o que contradiz m = 9,f = 5.

Observe que K, e K (Figura 2.25) sdo os grafos ndo planares com
menor numero de vértices e arestas, respectivamente.

Denomina-se subdivisdo de uma aresta (v,w) de um grafo G a uma
operacdo que transforma (v,w) num caminho v,z,...,z,w, sendo k > O, onde
0s z sdo vértices de grau 2 adicionados a G. As Figuras 2.26(a) e (b)
ilustram uma subdivisdo de aresta. Dizse que um grafo G,é uma subdivisdo
de um grafo G, quando G,puder ser obtido de G,, através de uma sequéncia
de subdivisoes de arestas de G,. O grafo da Figura 2.26(d) é uma subdivisdao
daquele da 2.26(c), por exemplo.

O Teorema 2.9 é o fundamental em planaridade. Ele resolve o
problema basico de caracterizacao dos grafos planares.
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Figura 2.27: Um grafo biconexo ndo hamiltoniano

Teorema 2.9

Um grafo é planar se e somente se ndo contém como subgrafo uma
subdivisdo de K. ou K.

A prova da necessidade é imediata. Os grafos K e K, ndo sdo planares
(Lema 2.6). Consequentemente qualquer subdivisdao dos mesmos também
ndo o é. Contudo a prova de suficiéncia é bastante envolvente e ndo sera
apresentada. O Teorema 2.9 concede aos grafos K, e K, um papel todo
especial em planaridade.

A partir do Teorema 2.9, construiram-se os primeiros algoritmos para
reconhecer grafos planares. Atualmente sdo conhecidos algoritmos de
complexidade O(n), para esta finalidade.

2.6 Ciclos Hamiltonianos

Conforme mencionado, um grafo hamiltoniano é aquele que possui
ciclo hamiltoniano, isto é, um ciclo que contém cada vértice do grafo
exatamente uma vez. Por exemplo, o grafo da Figura 2.26(c) ¢é
hamiltoniano, pois contém o ciclo 1, 2, 3, 4, 5, 1. Por outro lado, as Figuras
2.27, 2.26(d) e 2.20(a) ilustram grafos ndo hamiltonianos.

Ao contrario dos problemas tratados nas duas segOes anteriores,
planaridade e conectividade, respectivamente, para o presente caso nao é
conhecida uma caracterizacdo satisfatoria, em termos de condicOes
necessarias e suficientes para existéncia de tal ciclo. Isto se traduz no fato
de que ndo é conhecido algoritmo eficiente para resolver o problema



correspondente, de reconhecer grafos hamiltonianos. Assim sendo, os
resultados ora existentes sao de natureza parcial.

Todo grafo hamiltoniano é biconexo (em vértices). Isto decorre do fato
de que as arestas de um ciclo hamiltoniano garantem a existéncia de dois
caminhos disjuntos entre cada par de vértices. A reciproca nao € verdadeira,
conforme mostra a Figura 2.27. Uma condicdo necessaria mais forte do que
essa é a seguinte.

Teorema 2.10

Seja G(V,E) um grafo hamiltoniano e S um subconjunto proprio de V .
Entdo o nuimero de componentes conexas de G — S é < |S|.

oV, =W
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Figura 2.28: Prova do Teorema 2.10

Prova Seja C um ciclo hamiltoniano de G. Entdo o nimero de componentes
conexas do grafo C — S é < |S| (porque C — S é a unido de, no maximo, |S]|
caminhos simples disjuntos). Entdo, C — S e G — S possuem o mesmo
conjunto de vertices. Além disso, toda aresta de C — S é também de G — S.
Logo, o numero de componentes conexas desse ultimo é < ao do primeiro.
Isto prova o teorema.

Uma condicgao suficiente classica € a seguinte:
Teorema 2.11

Seja G(V,E) um grafo com pelo menos 3 vértices e tal que grau(v) > n/2,
para todo vértice v &€ V. Entdo G é hamiltoniano.

Prova Suponha o teorema falso. Entdo existe um grafo G maximal ndo
hamiltoniano que satisfaz as condi¢des da hipotese. Como n > 3, G ndo é



completo. Existem portanto v, w € V ndo adjacentes. Como G é maximal,
G + (v,w) é hamiltoniano. Por isso e porque G € nao hamiltoniano, todo
ciclo hamiltoniano de G + (v,w) contém a aresta (v,w). Entdo G possui um
caminho hamiltoniano v,v,,...,v_entre v. = v e v. = w. Porque grau(v),
grau(w) = n/2, existem necessariamente vertices vee v, para algum 1 < j <
n, tais que (vv,), (wyv) € E. Retirando de C a aresta (v,v,) e
acrescentando (v,v, ) e (w,v), transforma o caminho em ciclo hamiltoniano
(Figura 2.28). Isto contradiz G ser ndo hamiltoniano.

2.7 Coloracao

Seja G(V,E) um grafo e C = {c} um conjunto de cores. Uma coloragdo de
G é uma atribuicdo de alguma cor de C para cada vértice de V, de tal modo
que a dois vértices adjacentes sejam atribuidas cores diferentes. Assim
sendo, uma coloragdo de G é uma funcao f: V — C tal que para cada par de
vértices v,w € V tem-se (v,w) € E = f(v) # f(w). Uma k-coloracgdo de G é
uma coloracao que utiliza um total de k cores. Isto €, uma k-coloracao de G
é uma coloracao f cuja cardinalidade do conjunto imagem ¢é igual a k. Diz-
se entdo que G é k-colorivel. Denomina-se nuimero cromdtico X(G) de um
grafo G ao menor nimero de cores k, para o qual existe uma k-coloracao de
G. Uma coloracdao que utiliza o nimero minimo de cores é chamada
minima. O ndmero cromatico do grafo da Figura 2.29 é igual a 3. A figura
ilustra uma 3-coloragao, a qual é minima.
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Figura 2.29: Coloracdo de grafos

Observe que é muito facil colorir (isto é, obter uma coloracdo) um

grafo. Basta utilizar um total de n cores, uma para cada vértice. Isto

obviamente garante cores diferentes a vértices adjacentes. Contudo o
problema de encontrar um processo eficiente para encontrar uma coloracao



minima é bastante dificil. A exemplo do caso da secdo anterior, ndo é
conhecida caracterizacdo razoavel para grafos k-coloriveis. Nao ¢é
conhecido, pois, algoritmo eficiente para determinar o nimero cromatico de
um grafo. De fato, ha fortes indicios (Capitulo 9) de que nao existe
algoritmo desta natureza. Contudo, o caso especial de bicoloracao, pode ser
resolvido de forma simples.

Lema 2.7
Um grafo G(V,E) é bicolorivel se e somente se for bipartido.

Prova Se G é bipartido sejam V,V, S V o0s subconjuntos de V que o
biparticionam. Entdo atribua a cor c,aos vértices de V e a cor c,aos de V..
Reciprocamente se G é bicolorivel, considere uma bicoloracdo de G, com
cores c,e c,. Sejam V e V,0s subconjuntos de veértices que possuem as cores
c,e c,, respectivamente. Entdo V,V biparticionam G.

O Lema 2.7 caracteriza grafos bicoloriveis e sugere um algoritmo
eficiente para encontrar uma bicoloracao, se existir. Se 0 nimero cromatico
é maior do que 2, contudo, as coisas se tornam substancialmente mais
dificeis.

Os conceitos de coloracao, clique e conjunto independente de vértices
estdo naturalmente relacionados. Por exemplo, como sdao necessarias p
cores para colorir os p vértices de uma clique de tamanho k, conclui-se que
o numero cromatico de um grafo G é maior ou igual do que o tamanho da
maior clique de G. Considere agora uma k-coloracdo de G(V,E). Sejam
V,V,...,V os subconjuntos (disjuntos) de V , induzidos pela k-coloracao.
Entdo obviamente °V = V e cada V é um conjunto independente de vértices.
Entdo o problema de determinar uma coloracdio minima de G pode ser
formulado em termos de particionar V em um nimero minimo de conjuntos
independentes de vértices.

Um grafo G é denominado k-critico quando x(G) = k e para todo
subgrafo préprio H de G, x(H) < k. Por exemplo, os grafos das Figuras
2.30(a) e (b) sdo respectivamente 3-critico e 4-critico. Naturalmente todo
grafo G admite um subgrafo x(G)-critico. Além disso, todo grafo k-critico é



conexo. O teorema seguinte traz alguma informacdo sobre esta classe de
grafos.

(a) (b)
Figura 2.30: Grafos k-criticos

Teorema 2.12
Se G(V,E) é k-critico entdo grau(v) >k — 1, paratodov € V.

Prova Suponha que G seja k-critico e grau(v) < k — 1, para algumv € V.
Como G é k-critico, G — v é (k — 1)-colorivel. Seja V ,...,V._ uma (k — 1)-
coloragdo de G — v. Isto é, V representa o conjunto de vértices de G com a
cor i, 1 <i<k—1. Como grau(v) < k - 1, existe V tal que todo w € V € ndo
adjacente a v. Entdo V,,...,V.U {v},...,V,_ é uma (k — I)-coloragdo de G, uma
contradicao.

O estudo de coloracao foi iniciado com o problema das quatro cores,
conforme mencionado na Secdo 1.2. Seja M uma regiao do plano. Um mapa
€ um particionamento de M em um numero finito de sub-regides, as quais
sdo, pois, delimitadas por linhas. Duas sub-regides sao adjacentes quando
possuirem uma linha em comum. Uma coloragdo de M é uma atribuicao de
alguma cor a cada regiao de M, de modo que regides adjacentes possuam
cores diferentes. Um mapa M é k-colorivel quando existir uma coloracao de
M que utiliza k cores. Observe que existe uma correspondéncia entre
coloracao de grafos G e de mapas M. De fato, defina G de modo a possuir
um vértice para cada regido de M, sendo um par de vértices adjacente
quando as respectivas regioes o forem. Entdo é imediato observar que
colorir o mapa M é equivalente a colorir o grafo G. Por outro lado, observe
que G é necessariamente planar, pela propria definicio de M. Entdo o
problema de coloracdao de mapas € equivalente ao de coloracao de grafos
planares. Por exemplo, as Figuras 2.31(a) e (b) ilustram respectivamente
uma 3-coloracdo de um mapa e seu grafo planar correspondente. O



problema das quatro cores consiste, pois, em provar que todo grafo planar é
4-colorivel.

2.8 Grafos Direcionados

Os grafos examinados até o momento sdo também denominados ndo
direcionados (Secdao 2.2). Isto porque suas arestas (V,w) nao sao
direcionadas. Assim, se (v,w) é aresta de G(V,E) entdo tanto v é adjacente a
W como w é adjacente a v. Em contrapartida, um grafo direcionado
(digrafo) D(V,E) é um conjunto finito ndo vazio V (os vértices), e um
conjunto E (as arestas) de pares ordenados de vértices distintos. Portanto,
num digrafo cada aresta (v,w) possui uma tnica direcdo de v para w. Diz-se
também que (v,w) é divergente de v e convergente a w. Boa parte da
nomenclatura e dos conceitos é analoga nos dois casos. Assim sendo,
definem-se, por exemplo, caminho simples, trajeto, ciclo e ciclo simples de
forma analoga as definicdes de grafos. Em particular, utilizamos o termo
subdigrafo com o significado de subgrafo direcionado. Contudo, ao
contrario dos grafos, os digrafos podem possuir ciclos de comprimento 2,
no caso em que ambos (v,w) e (w,v) sdo arestas do digrafo. A Figura 2.32(a)
ilustra um digrafo. Observe que entre os vértices 3 e 4 ha um ciclo do
comprimento 2. Os caminhos e ciclos em um digrafo devem obedecer ao
direcionamento das arestas. Assim, na Figura 2.32(a), a sequéncia de
vértices 2,7,3,5 é um caminho de 2 para 5, enquanto que a 2,7,5 nao o é.
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Figura 2.31: Coloracao de mapas
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Figura 2.32: Um digrafo e seu grafo subjacente



Seja D(V,E) um digrafo e um vértice v &€ V. O grau de entrada de v é
o numero de arestas convergentes a v. O grau de saida de v é o numero de
arestas divergentes de v. O vértice 3 da Figura 2.32(a) possui grau de
entrada 3 e de saida 2. Uma fonte é um vértice com grau de entrada nulo,
enquanto que um sumidouro (ou po¢o) é um com grau de saida nulo. Por
exemplo, o vértice 1 da Figura 2.33(b) é uma fonte e o vértice 4 da mesma
figura, um sumidouro.

Se forem retiradas as direcoes das arestas de um digrafo D obtém-se
um multigrafo ndo direcionado, chamado grafo subjacente a D. Por
exemplo, o multigrafo da Figura 2.32(b) é o subjacente ao digrafo 2.32(a).

Um digrafo D(V,E) é fortemente conexo quando para todo par de
vértices v,w € V existir um caminho em D de v para w, e também de w para
v. Se ao menos um desses caminhos existir para todo vw € V , entdo D é
unilateralmente conexo. Um digrafo é chamado fracamente conexo ou
desconexo, conforme seu grafo subjacente seja conexo ou desconexo,
respectivamente. Observe que se um digrafo é fortemente conexo entdo
também é unilateralmente e fracamente conexo. Como exemplo, os digrafos
das Figuras 2.32(a), 2.33(a) e 2.33(b) sdo respectivamente forte, unilateral e
fracamente conexos. Uma componentefortementeconexa ¢ um subdigrafo
maximal de D, que seja fortemente conexo. Se existir algum caminho em D
de um vértice v para um vértice w, entao diz-se que v alcanca ou atinge w,
sendo este alcangavel ou atingivel de v. Se v alcancar todos os vértices de D

entdo v é chamado raiz do digrafo.
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Figura 2.33: Digrafos unilateralmente e fracamente conexos

Um digrafo é aciclico quando nado possui ciclos. Observe que o grafo
subjacente a um digrafo aciclico ndo é necessariamente aciclico. Mas é
aciclico um digrafo cujo grafo subjacente também o seja.



Lema 2.8
Todo digrafo aciclico possui (pelo menos) uma fonte e um sumidouro.

Seja D(V,E) um digrafo aciclico. Denomina-se fecho transitivo de D ao
maior digrafo D(V,E) que preserva a alcangabilidade de D. Isto €, para todo
vw € V, se v alcanga w em D entdo (v,w) € E. Analogamente, a redugdo
transitiva de D é o menor digrafo D (V,E) que preserva a alcangabilidade de
D. Isto é, se (v,w) € E entdao v ndo alcanca w em D — (v,w). A reducao
transitiva é também conhecida como diagrama de Hasse. Os digrafos das

Figuras 2.34(b) e (c) sdo respectivamente o fecho e reducdo transitivos
daquele da 2.34(a).

Um conjunto parcialmente ordenado ou ordenagdo parcial (S,<) é um
conjunto ndo vazio S e uma relacdo binaria < em S, satisfazendo as
seguintes propriedades:

(i) s,< s,para s, € S (< é reflexiva).

(i) s,<s,es,<s,= s =s,paras,s, & S (< é anti-simétrica).

(iii) s,<s,es,<s,= s <s,paras,s,s,€ S (< é transitiva).

1e 02 1e 02 1e 02
¥ b g b g
4e i's 4e »‘{5 4e 15
D Ds Dr
4.6 46 4.6
(a) (b) (c)

Figura 2.34: Um digrafo, seu fecho e reducao transitivos

Um conjunto parcialmente ordenado (S,<) pode ser também
caracterizado pelo par (S,<) onde < é uma relacao binaria em S definida por
5, <5 s <ses #s,.Arelacdo < satisfaz as relacOes abaixo, as quais ndo
sdao independentes entre si.

(i) s, %« s, para s, € S (< é irreflexiva).

(i) s,<s,=s,« s, paras,s,& S (< é assimétrica).



(iii) s,<s,es,<s,=s <s,paras,s,s,& S (< é transitiva).

Seja D(V,E) o fecho transitivo de um digrafo aciclico D(V,E). Pode-se
constatar que E € uma relagdo irreflexiva, assimétrica e transitiva.
Consequentemente, fechos transitivos de digrafos aciclicos e conjuntos
parcialmente ordenados sdao conceitos equivalentes. Isto €, P(S,<)
caracteriza um conjunto parcialmente ordenado se e somente se o digrafo
D(S,<) for o fecho transitivo de algum digrafo aciclico D. Diz-se entdo que
D induz o conjunto parcialmente ordenado P(S,<). Observe que s, < s,em P
se e somente se existir um caminho em D de s, para s,. Utiliza-se entdo a
notacdo v < w para indicar que v alcanca w no digrafo aciclico D(V,E),
sendov,w € V.

Finalmente, uma arvore direcionada enraizada é um digrafo D tal que
exatamente um vértice r possui grau de entrada nulo, enquanto para todos
os demais vértices o grau de entrada é igual a um. E imediato observar que
D é aciclico com exatamente uma raiz r. Além disso, o grafo subjacente T
de D é uma arvore. Por isso é usual aplicar a nomenclatura de arvores a esta
classe de digrafos. Ver Figura 2.35.

'e $ -
F 3 R A )
s 4

Figura 2.35: Uma arvore direcionada enraizada

2.9 Representacao de Grafos

Nesta secdo examinam-se algumas representacoes de grafos, adequadas ao
uso em computador. Ou seja, estruturas que (i) correspondam univocamente
a um grafo dado e (ii) possam ser armazenadas e manipuladas sem
dificuldade, em um computador. Observe que a representacao geomeétrica,
por exemplo, ndo satisfaz a condicdo (ii). Dentre os varios tipos de
representacoes adequadas ao computador, ressaltam-se as representacoes
matriciais e as por listas. A seguir, sdo examinadas algumas dessas.
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Figura 2.36: Matrizes de adjacéncias

Dado um grafo G(V,E) a matriz de adjacéncias R = (r,) é uma matriz n
X n tal que:

r=1e(v,v) €EE

r,= 0 caso contrario.

Ou seja, r,= 1 quando os vértices v,v, forem adjacentes e r,= 0, caso
contrario. E imediato verificar que a matriz de adjacéncias representa um
grafo sem ambiguidade. Além disso, é de simples manipulacdo em
computador. Algumas propriedades da matriz R sdo imediatas. Por
exemplo, R é simétrica para um grafo ndao direcionado. Além disso, o
numero de 1’s é igual a 2m, pois cada aresta (v,v) da origem a dois 1’s em
Arer.

Observe que uma matriz de adjacéncias caracteriza univocamente um
grafo. Contudo a um mesmo grafo G podem corresponder varias matrizes
diferentes. De fato, se R, é matriz de adjacéncias de G e R, é outra matriz

obtida por alguma permutacdo de linhas e colunas de R, entdo R também é
matriz de adjacéncias de G. Ou seja, para construir uma matriz de
adjacencias de G(V,E) é necessario arbitrar uma certa permutacao v,v,,...,V,
para os vértices de V . Naturalmente, permutacOes diferentes podem
conduzir a matrizes diferentes. Observe que o problema de isomorfismo de
grafos pode ser entdo formulado nos seguintes termos: “sendo R, e R duas
matrizes de adjacéncias dadas, representam R e R, 0 mesmo grafo?”. As
Figuras 2.36(a) e (b) ilustram duas matrizes de adjacéncias do grafo da
Figura 2.1, correspondentes as permutacOes dos vértices 1,2,3,4,5,6 e
5,4,1,3,2,6, respectivamente.

A matriz de adjacéncias pode ser também definida para digrafos. Basta
tomar r,= 1 ¢ (v,v) for aresta divergente de v e convergente a v, e r,= 0,
caso contrario. Naturalmente, a matriz ndo é mais necessariamente
simétrica e o nimero de 1’s é exatamente igual a m.
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Figura 2.37: Matriz de incidéncias

Em relagdo ao espaco necessario ao armazenamento da matriz, em
qualquer caso existem n’informacGes binarias, o que significa um espaco
O(n). Ou seja, um espac¢o nao linear com o tamanho do grafo (nimero de
vértices e arestas), no caso em que este for esparso (isto €, m = O(n)). Esta é
a principal desvantagem dessa representacao.

Uma outra representacao matricial para o grafo G(V,E) é a matriz de
incidéncias n x mB = (b,) assim definida:

b,= 1 & vértice v e aresta e forem incidentes

b,= 0 caso contrario.

Ou seja, arbitram-se permutacdes para os vértices Vv,,...,v e para as
arestas e,,..., e, de G. Entdo b, = 1 precisamente quando o vértice v, for um
extremo da aresta e, e b, = 0, caso contrario. Também nesse caso é imediato
verificar que a matriz de incidéncias representa univocamente um grafo,
mas este dltimo pode ser representado, em geral, por varias matrizes de
incidéncias diferentes. Observe que cada coluna de B tem exatamente dois
1’s. A Figura 2.37 ilustra a matriz de incidéncias do grafo da Figura 2.1,
correspondente as permutacoes de vértices 1,2,3,4,5,6 e de arestas (1,2),
(1,3), (1,6), (1,5), (2,3),(2,6), (3,5), (3,6), (5,4), (5,6), (4,6), (3,4). A
complexidade de espaco da matriz de incidéncias é O(nm), maior ainda do
que a da matriz de adjacéencias.

Existem varias representacoes de grafos por listas. Dentre essas, é
muito comum a estrutura de adjacéncias. Seja G(V,E) um grafo. A estrutura
de adjacéncias, A de G é um conjunto de n listas A(v), uma para cadav € V
. Cada lista A(v) é denominada lista de adjacéncias do vértice v, e contém
os vértices w adjacentes a v em G. Ou seja, A(v) = {w|(v,w) € E}. A Figura
2.38(b) ilustra as listas de adjacéncias do grafo da Figura 2.38(a).

Observe que cada aresta (v,w) da origem a duas entradas na estrutura
de adjacéncias, correspondentes a v &€ A(w) e w € A(v). Logo, a estrutura A
consiste em n listas com um total de 2m elementos. A cada elemento w de



uma lista de adjacéncias A(v) associase um ponteiro, o qual informa o
proximo elemento, se houver, apés w em A(v). Além disso, € necessaria
também a utilizacdo de um vetor p, de tamanho n, tal que p(v) indique o
ponteiro inicial da lista A(v). Assim sendo, se A(v) for vazia, p(v) = Q.
Pode-se concluir entdo que o espaco utilizado por uma estrutura da
adjacéncias é O(n + m), ou seja, linear com o tamanho de G. Esta é uma das
raz0es pelas quais a estrutura de adjacéncias talvez seja a representacao

mais comumente encontrada nas implementacées dos algoritmos em grafos.
P
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Figura 2.38: Estrutura de adjacéncia

A estrutura da adjacéncia pode ser interpretada como uma matriz de
adjacéncias representada sob a forma de matriz esparsa, isto é, na qual os
zeros ndo estdo presentes. Nesse caso, v, &€ A(v) corresponderia a afirmar
que r,= 1 na matriz de adjacéncias. Finalmente observe que a estrutura da
adjacéncia pode ser definida para digrafos de forma analoga. Isto é, para um
digrafo D(V,E) define-se uma lista de adjacéncias A(v), paracadav& V. A
lista A(v) é formada pelos vértices divergentes de v, isto é, A(v) = {w|(v,w)
€ E}. A estrutura de adjacéncias, nesse caso, contém m elementos. E
imediato verificar que o espaco requerido pela estrutura A para representar
o digrafo D é também linear com o tamanho de D.

2.10 Implementacoes em Python: Operacoes Basicas

E comum que algoritmos em grafos sejam apresentados supondo-se que as
operacOes basicas sobre grafos estejam previamente definidas por
algoritmos mais elementares. As implementacdes dos diversos algoritmos
deste livro nos quais grafos sao utilizados necessitam da implementacao das
seguintes operacOes basicas, tanto na representacdo de matriz de
adjacéncias, quanto naquela de lista de adjacéncias:



(i) Definicao do grafo

(ii) Adicdo de arestas

(iii) Determinacdo de vizinhos de dado vértice
(iv) Teste de vizinhanca entre par de vértices
(v) Remocao de arestas

A proxima implementacdo descreve a classe Grafo, a ser usada como
base em ambas representacoes (base no sentido da orientacdao a objetos, ou
seja, uma classe que pode derivar outras especificas). O procedimento
__init__ é ainicializacdo da estrutura de dados do grafo, que basicamente
armazena o tipo de grafo (direcionado ou ndo). Nesta implementacdo, é
necessario executar o procedimento DefinirN ainda como parte da
construcao do grafo, definindo o seu numero de vértices. As
implementacdes especificas de grafos, a saber GrafoMatrizAdj e
GrafoListaAdj definem versoOes particulares deste procedimento, alocando
respectivamente a matriz de adjacéncias e a lista de adjacéncias, ambas
inicialmente sem representar arestas (grafo vazio).

Ve

E comum que os algoritmos necessitem iterar sobre o conjunto de
vértices ou de arestas do grafo e, para tal propésito, ha as funcdes V e E. O
retorno da funcao V é um iterador sobre o conjunto de vértices que, por
padrdo, é sempre uma sequéncia de inteiros entre 1 e n. Ja o retorno da
funcdo E é um iterador sobre o conjunto de pares de vértices representando
as arestas. Alternativamente, no caso de lista de adjacéncias e se o
parametro IterarSobreNo=True, o primeiro valor de cada par
representando a aresta (v,w) é o vértice v e o segundo consiste no no da lista
de vizinhos de v que representa w.

1 class Grafo(object):
2 “"rr
3 Classe base para as classes GrafolListaAdj e GrafoMatrizAdj

4 “urrry



def __init__ (self, orientado = False):

Va4

Grafo se orientado=False ou Digrafo se orientado=True.

V224

self.n, self.m, self.orientado = None, None, orientado

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

def DefinirN(self,

Define o numero n de vértices.

def V(self):

Retorna a lista de vértices.

for i in range(1,self.n+1):

def E(self, IterarSobreNo=False):



26 Retorna lista de arestas uv, onde u € um inteiro e v é um |
inteiro se o grafo é GrafoMatrizAdj

27 ou IterarSobreNo=False; v é GrafolListaAdj.NoAresta, caso |
contrario.

28 unn

29 for v in self.V():

30 for w in self.N(v, Tipo = “+” if self.orientado else “*”,

!
IterarSobreNo=IterarSobreNo):

31 enumerar = True

32 if not self.orientado:

33 wint = w if isinstance(w, int) else w.Viz
34 enumerar = v < wint

35 if enumerar:

36 yield (v, w)

As operacoes sobre grafos para matriz de adjacéncias sdo
implementadas como a seguir. Algumas dessas sao diretas e decorrem da
definicdo da matriz de adjacéncias. A funcdao N retorna um iterador sobre os
vizinhos de dado vértice v e inclui o proprio vértice v se o parametro
Fechada=True, indicando que se trata da vizinhanca fechada de v. O
parametro Tipo é considerado no caso de grafos direcionados, que indica se
a vizinhanca a ser retornada é a de entrada (Tipo=-"), de saida (Tipo="+")
ou qualquer vizinho (Tipo="%*").

1 class GrafoMatrizAdj(Grafo):

3 def DefinirN(self, n):
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24

v

Define o numero n de vértices.

“"rry

super (GrafoMatrizAdj, self).DefinirN(n)

self.M = [None]*(self.n+1)

for i in range(1, self.n+1):

self.M[1] = [0]*(self.n+1)

def RemoverAresta(self, u, v):

“"rr

Remove a aresta uv.

“urry

self.M[u][v] = @

if not self.orientado:

self.M[v][u] = 0

self.m = self.m-1

def AdicionarAresta(self, u, v):

“"rry

Adiciona aresta uv.

“"rry
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26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

self.M[u][v] = 1

if not self.orientado:

self.M[v][u] = 1

self.m = self.m+1

def SaoAdj(self, u, v):

Va4

Retorna True se e somente se uv é uma aresta.

vy

return self.M[u][v] ==

def N(self, v, Tipo = “*”, Fechada=False,
IterarSobreNo=False):

“"rr

Retorna lista de vértices vizinhos do vértice v. Se |
Fechada=True, o préoprio v é incluido na lista.

Tipo="*" significa listar todas as arestas incidentes em
v. Se G |
é orientado,

Tipo="+" (resp. “-") significa listar apenas as arestas
de saida |
(resp. entrada) de v.

IterarSobreNo ndo tem uso para Matriz de Adjacéncias.

Va4

if Fechada:



44 yield v

45 w =1

46 t = “+” if Tipo == “*” and self.orientado else Tipo
47 while w <= self.n:

48 if t == “+":

49 orig, dest, viz = v, w, w

50 else:

51 orig, dest, viz = w, v, w

52 if self.SaoAdj(orig, dest):

53 yield w

54 w = wtl

55 if w > self.n and t == “+” and Tipo == “*":
56 t, w=*“", 1

Tais operacoes sobre grafos para lista de adjacéncias sdo
implementadas conforme indicado.

A lista encadeada de vizinhos €é implementada como uma lista
simplesmente ou duplamente encadeada, dependendo do valor informado
no parametro VizinhancaDuplamentelLigada passado no procedimento
DefinirN. As listas duplamente encadeadas possibilitam a remocdo de uma
aresta em tempo constante, enquanto as listas simplesmente encadeadas
economizam a memoria de dois ponteiros por aresta. De todo modo, a lista
encadeada é implementada com né-cabeca.

Cada aresta (u,v) do grafo é representada por trés objetos em memoria:
(i) um objeto do tipo NoAresta, representando o ndé que corresponde ao
vértice v na lista de vizinhos de u (com a informacdo de que é um vizinho
de saida, caso seja um digrafo); (ii)) um objeto do tipo NoAresta,



representando o n6 que corresponde ao vértice u na lista de vizinhos de v
(com a informagao de que é um vizinho de entrada, caso seja um digrafo);
(iii) um objeto do tipo Aresta, com os atributos da aresta (tipicamente peso,
custo, etc.), além de servir de ligacdo entre os dois objetos NoAresta
anteriores, como sera detalhado adiante.

Cada no6 da lista de adjacéncias, representado por um objeto do tipo
NoAresta, possui 0s seguintes atributos: (i) Viz, com o vértice vizinho
correspondente ao no; (ii) Prox, com o préximo no da lista encadeada; (iii)
Ant, caso a lista seja duplamente encadeada, com o no anterior da lista
encadeada (sempre existira um no anterior, visto a presenca de no-cabeca);
(iv) Tipo, para o caso de digrafos, com o valor “+” (resp. -”) para indicar
que se trata de um vizinho de saida (resp. entrada); e finalmente (v) o objeto
Aresta, que contém os atributos da aresta.

Cada no correspondente a uma aresta, representado por um objeto do
tipo Aresta, possui 0s seguintes atributos: (i) vi e v2, para indicar que
representa a aresta (v,v,); (ii) Nol e No2, apontadores para respectivamente
o no da lista encadeada de v1 referente a v2 e para o n6 da lista encadeada
de v2 referente a v1; (iii) outros atributos definidos no contexto do
problema, como custo, distancia, fluxo, marcacoes, etc.

A Figura 2.39 representa a lista de adjacéncias criada para representar
o grafo da Figura 2.10(b). Na figura, apenas os ponteiros entre 0s objetos
NoAresta e Aresta correspondentes a aresta (1,4) foram representados por
simplicidade.

NoAresta Aresta

7 Viz e Prox ‘ Yo >
L L] [ef2] ] a3 an  [Ir[2]1]

1 , % &
2 [ [ T3] G-t 1] 5= NINEIEL
3 G . - Nol No2 vl v2

4 [ T T 11T {3115
Viz e Prox
L] [ o1l ] 4= 2] 13]2]
Figura 2.39: Lista de adjacéncia
1 class GrafolListaAdj(Grafo):

2 class NoAresta(object):

3 “"rr
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Objeto n6 da lista de adjacéncia.

Atributos:

- Viz (vizinho)

- e (Aresta)

- Tipo (+/-)

- Prox (proxima aresta na lista de adjacéncia)

- Ant (aresta anterior na lista de adjacéncia (se a lista for
| duplamente encadeada))

V284

def __init_ (self):

self.Viz = None

self.e = None

self.Prox = None

class Aresta(object):

V284

Objeto Unico para representar a aresta.

Atributos:

- vl, Nol (um dos vértices desta aresta e seu respectivo ndg,
| isto é, vli == Nol.Viz)

- v2, No2 (analogo em relagcdo ao segundo vértice)
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v

def __init_ (self):

self.vl, self.Nol

None, None

self.v2, self.No2

None, None

def DefinirN(self, n, VizinhancaDuplamentelLigada=False):

Va4

Define o numero n de vértices.

Se VizinhancabDuplamenteligada=True, a lista encadeada dos |
vizinhos de um vértice é duplamente ligada (permitindo |
remocdo de arestas de tempo constante).

V284

super(GrafoListaAdj, self).DefinirN(n)

self.L = [None]*(self.n+1)

for i in range(1,self.n+1):

self.L[1i] = GrafoListaAdj.NoAresta() #nd cabeca

self.VizinhancabDuplamentelLigada = VizinhancaDuplamentelLigada

def AdicionarAresta(self, u, v):

V284

Adiciona aresta uv.

wrrr
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def AdicionarLista(u,v,e,Tipo):

No = GrafoListaAdj.NoAresta()

No.Viz, No.e, No.Prox, self.L[u].Prox = v, e,

self.L[u].Prox, |
No

if self.vizinhancaDuplamentelLigada:

self.L[u].Prox.Ant = self.L[u]

if self.L[u].Prox.Prox != None:

self.L[u].Prox.Prox.Ant

if self.orientado:

No.Tipo = Tipo

return No

e = GrafolListaAdj.Aresta()

e.vli, e.v2 = u, v

e.Nol

AdicionarLista(u,v,e,”+")

e.No2

AdicionarLista(v,u,e,”-")

self.m = self.m+1

return e

def RemoverAresta(self, uv):

self.L[u].Prox



64

65

66

67

68

69

70

71

72

73

74

75

76

77

78

79

80

81

82

83

84

v

Remove a aresta uv.

“"rr

def RemoverLista(No):

No.Ant.Prox = No.Prox

if No.Prox != None:

No.Prox.Ant = No.Ant

RemoverLista(uv.No1l)

RemoverLista(uv.No2)

def SaoAdj(self, u, v):

mmwr

Retorna True se uv é uma aresta e False, caso contrdrio.

V284

Tipo = “+"” if self.orientado else “*”

for w in self.N(u, Tipo):

if w ==

return True

return False

def N(self, v, Tipo = “*”, Fechada=False, IterarSobreNo=False):



8 5 v

86 Retorna lista de Grafo.NoAresta representando os vizinhos do
!
Vértice v.
87 Se Fechada=True, o proprio v é incluido na lista.
88 Tipo="*" significa listar todas as arestas incidentes em v.

Se G | é orientado,

89 Tipo="+" (resp. “-") significa listar apenas as arestas de
saida | (resp. de entrada) de v.

90 IterarSobreNo=False indica que a lista de vizinhos deve |
constituir da lista de vértices. Caso

91 contrdario, a lista é dos nds da lista encadeada de vizinhos |
(NoAresta).

92 amn

93 if Fechada:

94 No = GrafolListaAdj.NoAresta()

95 No.Viz, No.e, No.Prox = v, None, None

96 yield No if IterarSobreNo else No.Viz

97 w = self.L[v].Prox

98 while w != None:

99 if Tipo == “*” or w.Tipo == Tipo:

100 yield w if IterarSobreNo else w.Viz

101 W = w.Prox

2.10.1 Algoritmo 2.1: Centro de Arvore



O programa a seguir corresponde a implementacao do Algoritmo 2.1. As
Linhas 6-9 computam o vetor d de modo que d[w] corresponda ao grau do
vértice w. Tal vetor servira para obter a lista F das folhas da arvore T, que
serdo em seguida removidas. Durante a remocdo, se o vértice vizinho da
folha sendo removida se torna por sua vez uma folha, ele é inserido na lista
Flin. Ao final da remocao de todas as folhas de T, F1in consiste na lista de
folhas da arvore resultante. Sendo assim, toma-se Flin por F e repete-se o
processo, até que o centro seja encontrado.

Programa 2.1: Determinagao do centro de uma arvore

1 #Algoritmo 2.1: Determinacdo do centro de uma &rvore
2 #Dados: drvore T
3 def CentroArvore(T):
4 if T.n == 1:
5 return [1]
6 d = [0]*(T.n+1)
7 n=rT.n
8 for (u,v) in T.E():
9 d[u]=d[u]+1;d[v]=d[v]+1
10 F=1[v for v in T.V() if d[v]==1 ]
11
12 while n > 2:
13 Flin = []
14 for f in F:

15



16

17

18

19

20

21

22

v_no = next(T.N(f,IterarSobreNo=True)) #por ser folha,
tem |
apenas um vizinho

V = v_no.Viz

d[v]=d[v]-1; n=n-1; T.RemoverAresta(v_no.e)

if d[v] == 1:

Flin.append(v)

F = Flin

return F

2.11 Exercicios

2.1 Construir uma representacao geomeétrica do grafo
V=1{1,2,3,4,5,6}
E =1(1,3),(1,4),(1,5),(2,3),(2,4),(2,5),(3,5),(4,5)}.

2.2 Em todo grafo G, dois caminhos de comprimento
maximo possuem, pelo menos, um vértice comum. Provar ou
dar contra-exemplo, para 0s seguintes casos:

(i) G é desconexo.

(ii) G é conexo.

2.3 Caracterizar os grafos G(V,E), para os quais centro (G) =
V.

2.4 Caracterizar os grafos G(V,E) nos seguintes casos:



(i) centro(G) = centro(G — s), para todo s € V —
centro(G).
(ii) centro(G) = centro(G — S), para todo S € V -
centro(G).

2.5 Seja G(VE) um grafo cujo comprimento do maior
caminho simples é k. Entdo um vértice v &€ V pertence ao
centro(G) se e somente se excentricidade (v) = [k/2]. Provar
ou dar contra-exemplo.

2.6 Mostrar que todo grafo conexo com um nimero minimo
de arestas é uma arvore.

2.7 Caracterizar as arvores cujo centro possui exatamente um
vértice.

2.8 Dados um grafo G(V,E) e um subconjunto de arestas E’
C E determinar as condicOes para que exista uma arvore
geradora de G, que nao contenha arestas de E.

2.9 O grafo bloco-articulagdo B(G) de um dado grafo G é o
grafo bipartido, cujos vértices sdo os blocos B e as
articulagées a, de G, respectivamente. Um par de vértices
(B,a) é adjacente quando a articulagdo a for parte do bloco
B. Mostrar que (i) B(G) é uma arvore, e (ii) a distancia entre
duas folhas de B(G) é par.

2.10 Construir o grafo bloco-articulacao do grafo da Figura
2.21(a).



2.11 Toda folha do grafo bloco-articulagdo B(G) corresponde
a algum bloco de G, o qual contém algum vértice que nao é
articulacdo de G. Provar ou dar contraexemplo.

2.12 Mostrar que o grafo de Petersen, ilustrado na Figura
2.40, ndo € planar.

2.13 Um grafo G(V,E) é maximal planar quando for planar, e
para todo par de vértices ndo adjacentes vw € V, o grafo G
+ (v,w) é ndo planar. Mostrar que toda face de um grafo
maximal planar é um triangulo.

Figura 2.40: O grafo de Petersen

2.14 Um grafo planar é outerplanar quando todos os seus
vértices pertencerem a uma mesma face. Todo grafo
outerplanar é hamiltoniano. Provar ou dar contra-exemplo.

2.15 Provar que cada um dos grafos ilustrados nas Figuras
2.20(a), 2.26(d) e 2.27 é nao hamiltoniano.

2.16 Provar que todo grafo bipartido com numero impar de
vértices nao é hamiltoniano.

2.17 Construir um grafo que seja 3-conexo, planar e nao
hamiltoniano.



2.18 Mostrar através de um exemplo que a condi¢ao do
Teorema 2.9 ndo é suficiente.

2.19 Mostrar através de um exemplo que a condicao do
Teorema 2.10 ndo é necessaria.

2.20 Construir um grafo que possua conectividade de
veértices 2, conectividade de arestas 3, nimero cromatico 3 e
que seja regular de grau 3.

2.21 Construir um grafo planar, regular de grau 3, biconexo e
ndo hamiltoniano.

2.22 Construir o menor grafo sem triangulos, cujo nimero
cromatico seja 3.

2.23 Construir um grafo sem triangulos, cujo numero
cromatico seja 4.

2.24 Construir um grafo sem triangulos, cujo numero
cromatico seja igual a um inteiro dado k.

2.25 Um grafo G(V,E) é maximal k-colorivel quando G for k-
colorivel e para todo par de vértices distintos vvw € V , o
grafo G + (v,w) ndo é k-colorivel. Mostrar que G é maximal
2-colorivel se e somente se G for bipartido completo.

2.26 Provar que todo grafo G admite subgrafo x(G)-critico.

2.27 Provar o Lema 2.8.



2.28 Caracterizar os digrafos aciclicos D para os quais o
fecho e a reducao transitivos de D sdo isomorfos.

2.29 Um grafo G é de comparabilidade quando G for o grafo
subjacente de um digrafo aciclico D, fechado
transitivamente. Provar que os vértices que formam o maior
caminho de D induzem a maior clique de G.

2.30 Um torneio é um digrafo cujo grafo subjacente é
completo (e sem arestas paralelas). Todo torneio nao aciclico
é hamiltoniano. Provar ou dar contra-exemplo.

2.31 Todo torneio possui um caminho hamiltoniano. Provar
ou dar contra-exemplo.

2.32 Seja R uma matriz de adjacéncias de um grafo G.
Provar que o elemento (i,j) da matriz R*fornece o nimero de
caminhos distintos de comprimento k, em G, do vértice v ao

V.

i

2.33 Seja G(V,E) um grafo. Defina a matriz S = (s)), |[E| X |E],
Como:

s,= 1 « as arestas e,e sdo adjacentes,

s,= 0, caso contrario.

Entdo S é uma representacao de G. Provar ou dar exemplo.

2.34 Seja G(V,E) um grafo ndo direcionado, representado por
uma matriz de adjacéncias. Descrever um algoritmo para
realizar as seguintes tarefas:

(i) Dados dois vértices v,v € V, determinar se eles
sdo adjacentes ou nao.



(ii) Dado o vértice v &€ V, encontrar o conjunto de
vizinhos de v.

Determinar a complexidade para a realizacdao de cada tarefa
(i) e (ii), separadamente.

2.35 Repetir o Exercicio 2.34, supondo que a representacao
seja a de matriz de incidéncias, ao invés de matriz de
adjacéncias.

2.36 Repetir o Exercicio 2.34, supondo que a representacao
seja a de estrutura de adjacéncias, ao invés de matriz de
adjacencias.

2.37 POSCOMP 2012
Seja G = (V,E) um grafo em que V é o conjunto de vértices e
E é o conjunto de arestas. Com base nesse grafo, considere
as afirmativas a seguir.

ISe G é 0 K, entdo o numero cromatico de G é 3.
IISe G ¢é o K ,entdo, retirando-se uma aresta de G,
o grafo se torna planar.

IlISe G é o K,, entdo G é um grafo euleriano e
hamiltoniano ao mesmo tempo.

IVSe G é um K  entdo G tem um conjunto
independente maximo igual a n.

Assinale a alternativa correta.

a)Somente as afirmativas I e II sdo corretas.
b)Somente as afirmativas I e IV sdo corretas.
c)Somente as afirmativas III e IV sdo corretas.
d)Somente as afirmativas I, II e III sdo corretas.
e)Somente as afirmativas II, III e IV sdo corretas.



2.38 POSCOMP-2014
Considerando que um grafo possui n vértices e m arestas,
assinale a alternativa que apresenta, corretamente, um grafo

planar.
an=5m=10
b)n=6,m=15
con=7m=21
dn=8m=12
e)n=9,m=22
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Faca um algoritmo para o seguinte problema:

O mapa de uma regido de uma cidade é um grafo onde os
vértices sdao as esquinas e as arestas os trechos de rua entre
as esquinas. Um carteiro atende determinada regido e tem
que andar em todos os trechos de rua da regidao. No grafo que
corresponde a regido do carteiro a maioria dos vértices tem
grau par, mas dois deles podem ter grau impar. E dado esse
grafo, bem como o custo de andar por cada trecho de rua.
Determinar o custo minimo para o carteiro percorrer todos 0s
trechos de rua pelo menos uma vez.

2.12 Notas Bibliograficas

A literatura sobre grafos é relativamente vasta. Ha diversos textos de carater
geral. Entre outros, Berge (1962 e 1973), Bollobas (1979). Bondy e Murty
(1976), Carré (1979), Deo (1974), Harary (1969), Ore (1962), Wilson
(1972). Entre os textos mais recentes, destacamos Bondy e Murty (2008),
Diestel (1997), Bollobas (1998), West (1995). Os seguintes sado livros sobre
temas mais especificos. Entre outros, Tutte (1966), conectividade. Ore
(1967) e Saaty e Kainen (1977), problema das quatro cores. Bollobas
(1978), e Fritsch e Fritsch (1998), grafos extremos. Busacker e Saaty
(1965), e Harary, Norman e Cartwright (1965), grafos direcionados.
Golumbic (2004), grafos perfeitos. Capobianco e Molluzo (1978)



apresentam exemplos e contra-exemplos para diversos teoremas e
conjecturas. Christofides (1975), Even (1979) e Gondran e Minoux (1979)
tratam de grafos sob enfoque algoritmico. Wilson é Beineke (1979) é uma
coletanea de aplicacoes de grafos em uma diversidade de outras areas.
Lovasz (1979) apresenta problemas e exercicios, com sugestdes e solucoes.
Brandstadt, Le e Spinrad (1999), classes de grafos. Spinrad (2003),
representacoes em grafos. Mckee e McMorris (1999), grafos de intersecao.
Golumbic e Trenk (2004), grafos de tolerancia. Diestel (1990),
decomposicdao em grafos. Lovasz e Plummer (2009), emparelhamentos.
Entre os livros editados em Portugal, mencionamos o texto de Cardoso,
Szymanski e Rostami (2009), o qual cobre uma parte consideravel da teoria,
e Simoes Pereira (2009). A literatura brasileira em grafos inclui os textos de
Andrade (1980), Barbosa (1974), Boaventura Netto (2001), Furtado (1973),
Lucchesi (1979), Savulecu (1980). Um texto sobre igualdade min-max em
grafos, em lingua portuguesa é o de Feofiloff e Lucchesi (1988). Como
mencionado, os trabalhos pioneiros em arvores foram de Kirchhoff (1847),
Cayley (1857) e Jordan (1869), devendo-se incluir, também, os resultados
sobre enumeracao de arvores de Cayley (1889). A importancia das arvores
para algoritmos é ressaltada em Knuth (1997). O Teorema 2.6 é de Dirac
(1960), enquanto que o Teorema 2.7 é de Whitney (1932). Esta
caracterizacdo constitui uma variacdo do teorema de Menger (1927).
Diversas outras variacoes desse teorema foram desenvolvidas. O Teorema
2.9, fundamental em planaridade, é de Kuratowski (1930). RepresentacGes
planas de grafos, tais que todas suas linhas sejam retas, foram construidas
por Fary (1948). O Teorema 2.11 é de Dirac (1952). Um texto sobre grafos
hamiltonianos em lingua portuguesa é de Wakabayashi (1977). Grafos k-
criticos foram inicialmente estudados por Dirac (1952a). As provas dos
Teoremas 2.9 a 2.11 foram escritas a partir de Bondy e Murty (2008).
Conforme também ja mencionado, o teorema das quatro cores foi provado
por Appel e Haken (1977) e (1977a). Os grafos bloco-articulacao,
Exercicios 2.9 a 2.11, foram caracterizados por Gallai (1964), e Harary e
Prins (1966). O grafo do Exercicio 2.12 foi introduzido em Petersen (1891).
Os Exercicios 2.23 e 2.24 sdao da construcao de Mycielski (1955), o qual
obtém grafos desprovidos de triangulos e com um dado nimero cromatico
arbitrario. Grafos de comparabilidade, Exercicio 2.29, foram inicialmente
caracterizados em Ghouilla-Houri (1962). Gilmore e Hoffman (1964) e



Gallai (1967). O Exercicio 2.31 corresponde ao primeiro resultado para a
classe dos digrafos torneios, descrito em Redei (1934).



CAPIiTULO 3

TECNICAS BASICAS

3.1 Introducao

Neste capitulo examinam-se as primeiras técnicas que podem ser
aplicadas para o desenvolvimento de algoritmos em grafos. Na maior parte
dos casos, essas técnicas encontram-se presentes em algoritmos de forma
combinada com outros processos. Sua importancia maior reside na grande
frequéncia em que, em geral, sdo empregadas.

3.2 Processo de Representacao

Em geral, um algoritmo para resolver um certo problema em um grafo
supOe que este esteja representado sob uma forma adequada. Por outro lado,
seria também conveniente que o grafo fosse fornecido ao algoritmo sob
uma maneira simples de ser especificado. E razoavel, por exemplo, que essa
especificacdo corresponda aos seus conjuntos de vértices e arestas,
respectivamente. Um problema basico portanto consiste em construir a
representacdo desejada a partir desses dois conjuntos. Nesta secao
apresenta-se um algoritmo para construir uma estrutura de adjacéncias de
um digrafo, a partir de seus conjuntos de vértices e arestas. Esta
representacdao foi selecionada por sua larga aplicacdo em implementacoes
de algoritmos.

Seja D(V,E) um digrafo dado. Denote por p o vetor que fornece os
ponteiros iniciais para as listas de adjacéncia de D. Isto é, p(v) indica o
primeiro elemento (vértice), se houver, da lista A(v). Essa é naturalmente
composta pelos vértices u adjacentes a v. Associado a cada vértice u & A(v)
existe um ponteiro t que informa a localizacdo do proximo vértice na lista
A(v). A inexisténcia de proximo elemento em A(v) é denotada por ©. A
estrutura de dados necessaria consiste pois em um vetor p, o qual é formado
por n elementos e de vetores u e t, com m elementos cada, conforme
mencionado na Secdao 2.9. Sem perda de generalidade, supOe-se que o



conjunto de vértices do digrafo dado seja V = {1,2,...,n}, sendo conhecido
de antemao o seu niumero de arestas m.

Algoritmo 3.1: Estrutura de adjacéncias de um digrafo
Dados: n,m,E
parai = 1,...,n efetuar
p@):=9
parai = 1,...,m efetuar
seja (v,w) a i-ésima aresta de E

u(i) :=w
(i) := p(v)
p(v) =i

Ao final do processo acima as listas de adjacéncias do digrafo D
estardo construidas. A complexidade desse algoritmo é obviamente O(n +
m). Deste ponto em diante do texto, convenciona-se que todo algoritmo
descrito contém como passo inicial um algoritmo para a construcao da
representacdo desejada. Isto é, se nos dados do algoritmo descrito for
especificado um grafo G(V,E), por exemplo, significa G(V,E) na
representacao conveniente.

3.3 Adjacéncias

A técnica mais elementar que se pode aplicar para se examinar um grafo
consiste na analise das listas de adjacéncias de seus vértices. Na realidade,
esta técnica € tanto elementar quanto poderosa, pois varias outras técnicas
mais sofisticadas e empregadas em algoritmos em grafos podem ser
decompostas em operacOes mais elementares, as quais correspondem ao
exame de listas de adjacéncias de vértices.

Na técnica de adjacéncia, em geral existe uma propriedade P(v)
definida de modo apropriado, para vértices v € V de um grafo G(V,E). A
ideia consiste em se examinar listas de adjacéncias A(v), para v € V, de
modo que se possa distinguir se w &€ A(v) satisfaz ou ndo a propriedade
P(v). Por exemplo, P(v) poderia ser uma propriedade do tipo: “existe algum



w € A(v) que pertenca a um certo conjunto C(v)?”. O exemplo apresentado
na Secdo 3.5 é dessa natureza.

3.4 Ordenacao de Vértices ou Arestas

Esta técnica consiste na ordenacdo de vértices ou arestas de G,
segundo um certo critério. O critério depende, naturalmente, da aplicacao
em questdo. Sdo bastante comuns, por exemplo, ordenacdes de vértices
segundo os seus respectivos graus. Ou entdo ordenacOes das listas de
adjacéncias segundo os graus dos vértices que as compoem,
respectivamente. Arestas podem ser ordenadas de acordo com pesos a elas
atribuidos, ou entdo lexicograficamente, segundo rétulos dos vértices
correspondentes que as formam. E assim por diante.

Uma observacao importante é que nos algoritmos em grafos,
frequentemente é vantajoso utilizar um processo muito simples de
ordenacdo, denominado ordenacdo por caixas. Seja S um conjunto de
numeros inteiros a ser ordenado. Sejam a e b os elementos minimo e
maximo de S, respectivamente. Defina os subconjuntos, inicialmente
vazios, S,S. . ,...,S,, denominados caixas. O algoritmo de ordenagdo é
simples. Cada elemento de S de valor j é inserido na caixa S. Note-se que
existe precisamente uma tnica caixa, onde cada elemento deve ser inserido.
Apo0s o processo de insercdo ter sido completado para todos os elementos,
estes sdo retirados das respectivas caixas, na ordem S,S_ ,...,S, (Figura 3.1).
A identificacdo da caixa onde cada elemento de S deve ser inserido pode ser
realizada em tempo constante. A retirada de cada elemento da respectiva
caixa também é uma operacdo de tempo constante. Essas etapas requerem,
portanto, O(n) passos, para todo o processo. Por outro lado, cada uma das b
— a + 1 caixas é manipulada na ordenacao. Logo, a complexidade do
algoritmo é O(n+b—a).



Figura 3.1: Ordenacao por caixas

No caso de ordenacdo de vértices, segundo o0s seus graus
correspondentes, por exemplo, o valor maximo que |b — a| pode alcancar é n
— 1. Assim sendo, a complexidade dessa ordenacao é linear com o0 nimero
de vértices (observe, porém, que para calcular os graus de todos os vértices
sdo necessarias O(n + m) operacoes).

3.5 Coloracao Aproximada

O problema da determinacdo exata do numero cromatico de um grafo G é,
em geral, bastante dificil. Muitas vezes, porém, o interesse € obter apenas
alguma aproximacdo para o problema. Nesse caso, 0 objetivo consiste em
procurar alguma coloracdao de vértices “razoavel” para o grafo, isto é, cujo
numero de cores esteja, se possivel, proximo do numero cromatico de G.
Nessa secdo, apresenta-se um algoritmo aproximativo para o problema de
coloracao em grafos. Ele ilustra uma aplicacdo para as técnicas descritas
nas duas secOes anteriores.

O seguinte algoritmo simples pode ser utilizado. No passo inicial, dado
G (V, E), seleciona-se um vértice qualquer v, & V e atribui-se a v,a cor 1. No
passo geral, os vértices v,,...,v _, ja foram examinados e coloridos, sendo k >
1 o total de cores utilizadas. Seja C o conjunto de vértices de cor i.
Considere agora o vértice v. Se existir alguma cor i tal que C n A(v) = ©
entdo ao veértice v pode ser atribuida a cor i. Caso contrario, atribuir a cor k
tlav.

Examinando o algoritmo anterior, observa-se que se v for um vértice
de grau alto em relagdo aos demais, a chance de ocorrer C NA(v) # ©, seria
intuitivamente maior.

Portanto, na tentativa de melhorar a aproximacao obtida pelo processo,
talvez fosse razoavel considerar os vértices em ordem ndo crescente de
grau. Essa observacdo conduz ao seguinte algoritmo.

Algoritmo 3.2: Coloragao aproximada
Dados: grafo G(V,E)
ordenar V em ordem ndo crescente v,,...,v de graus

C=C:=.=C"Q



colorir v,com a cor 1 (incluir v.em C,
paraj = 2,...,n efetuar
r:=min{ilA(v) n C= O}

colorir v.com a cor r (incluir vem C).

Lema 3.1
O Algoritmo 3.2 estd correto.

Prova Para cada vértice v de cor i, assegurou-se A(v) n C= Q.

Uma implementacdo direta desse algoritmo requer O(n’) operacoes,
pois a determinacdo de cada r, a partir da expressao indicada no algoritmo
(r:= min{ilA(v) n C=@}) consome O(n) passos. Contudo, € possivel uma
formulacdo mais eficiente, como se segue. Define-se um vetor f, com f(k) =
J indicando que o vértice v, é adjacente a algum outro vértice de cor k. Para
colorir v, a ideia consiste em consultar o vetor f, restringindo-se o exame
aos seus |A(v)| elementos iniciais, no maximo. Essas observagdes conduzem
ao Algoritmo 3.3. A coloragdo de um vértice v.com a cor r é indicada por
cor(v) =r.

Algoritmo 3.3: Coloracao aproximada
Dados: grafo G(V,E)
ordenar V em ordem ndo crescente v,,...,v de graus

paraj = 1,...,n efetuar
f(j) =0
paraj = 1,...,n efetuar
para w € A(v) efetuar
se w ja colorido entao
flcor(w)) :=j
r=1
enquanto v ndo colorido efetuar
se f(r) # j entdo
cor(v):=r



caso contrario

ri=r+1
2 3 2 1
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Figura 3.2: Coloracoes aproximada (a) e otima (b)

O numero de operagdes efetuadas para colorir cada vértice v, no bloco
definido pelo lago “para j = 1,..,n efetuar” ¢é O(|A(v)]), pois
necessariamente f(r) # j quando r > |A(v)|. A ordenagdo de V em ordem néo
crescente de graus pode ser efetuada em tempo O(n), através do método de
ordenagdo por caixas. A determinagdo do grau de cada vértice v, requer
O(lA(v)|) operagdes. Logo a complexidade do Algoritmo 3.3 é O(n +
2IAW)) = O(n + m).

Como exemplo, a aplicacdo do algoritmo ao grafo da Figura 3.2(a)
produz a coloragdo indicada, que utiliza 3 cores. Esta coloracdao nao é
otima, pois ha uma outra com 2 cores somente, como na Figura 3.2(b).

O objetivo inicial de formular um algoritmo que produzisse coloracoes
com um total de cores préximo ao numero cromatico nao foi alcangado,
pois é possivel formular exemplos em que as coloracdes obtidas sdao
“arbitrariamente ruins”. E, talvez surpreendentemente, todos os algoritmos
aproximativos conhecidos para o problema de coloracdo possuem em
comum esta baixa qualidade.

3.6 Ordenacao Topologica

Conforme mencionado na Secao 2.8, todo digrafo aciclico D(V,E) induz um
conjunto parcialmente ordenado (V,<), definido por:

v <w ¢ valcancawem D, paratodov,w €V, v # w.



Baseando-se nessa relacdo, torna-se simples mostrar que € possivel
ordenar os vértices do digrafo de modo a obter uma sequéncia v,,...,v.
satisfazendo:

vi<v=i<j,paral<ij<n.

Tal sequéncia é denominada ordenacgdo topoldgica. Ela se constitui na
maneira natural de dispor os vértices de um digrafo aciclico em uma linha
reta, de modo que todas as suas arestas estejam direcionadas da esquerda
para a direita. Varios algoritmos envolvendo digrafos aciclicos possuem
como passo intermediario a computacao de uma ordenacao topologica.
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Figura 3.3: Exemplo para o Algoritmo 3.3
O algoritmo descrito a seguir admite como entrada o digrafo D(V,E) e
produz como saida uma ordenacado topologica v,,...,v,, dos vértices de D. A

acao consiste em excluir do digrafo e dar saida a todo vértice w que possua
grau de entrada nulo. Cada exclusdo produz um novo digrafo. A acgado é
repetida para esse novo digrafo e assim por diante, até que ndao hajam mais
vértices a considerar. A seguinte formulacao implementa a ideia.

Algoritmo 3.4: Ordenacao topoldgica
Dados: digrafo aciclico D(V,E)
paraj = 1,...,n efetuar
escolher um vértice w com grau de entrada nulo em D
retirar de D o vértice w e as arestas dele divergentes
definir v := w

Lema 3.2
O algoritmo 3.4 esta correto.



Prova Indugdo em j. Observe que como D é aciclico, existe
necessariamente pelo menos um vertice de D com grau de entrada nulo.

De um modo geral, a ordenacdo topoldgica nao € unica. No algoritmo
este fato se reflete na liberdade existente para a escolha do vértice w, dentre
aqueles que possuem grau de entrada nulo.

Como exemplo, o Algoritmo 3.4 quando aplicado ao digrafo da Figura
3.3, produz a ordenacdo topoldgica d, e, f, a, b, ¢, supondo que na 3.
iteracdo fosse realizada a escolha w = f.

Utilizando uma variavel que indica o valor do grau de entrada de cada
vértice ao longo do processo, é possivel implementar o algoritmo em tempo
O(n + m). Combinando-se as técnicas de ordenacao, da Secao 3.4 e a da
presente, pode-se ordenar topologicamente todas as listas de adjacéncias de
um digrafo, em um tempo total O(n+m). Isto corresponde a dispor as listas
de adjacéncias de forma tal que se w,w,& A(v) e w, < w,entdo w,precede w,
em A(v), para todo vértice v do digrafo.

3.7 Recursao

A técnica de recursdo é largamente empregada em algoritmos. Basicamente
consiste na decomposi¢cdo de um problema dado em subproblemas menores.
Esses ultimos, por sua vez, sdo também decompostos em subproblemas
ainda menores e assim por diante, até que se tornem tdo pequenos que seja
trivial resolvé-los. Uma vez resolvidos todos os subproblemas, a solucao do
problema é obtida através de uma composicdo das solucdes dos
subproblemas correspondentes. Naturalmente, as formas de decomposicao e
composicdo dependem de cada caso. Contudo, e sempre que possivel, deve-
se procurar decompor o problema em subproblemas de tamanhos idénticos
e tdo pequenos quanto se possa.

Um exemplo classico é o calculo do fatorial de n, utilizando a seguinte
recursao:

fatorial(n) :=

sen =0 entdo 1

caso contrdrio n - fatorial(n — 1).

A recursao € conhecida também por outros nomes, dependendo da area
em que é utilizada. Em matematica, corresponde a recorréncia. Na



computacdo, muitas vezes recebe o nome de dividir-para-conquistar.
Exemplos de recursao aparecem, neste texto, combinados com a utilizacao
de outras técnicas.

3.8 Arvores de Decisao

O conhecimento de limites inferiores para um problema algoritmico é,
naturalmente, um dado essencial para que se possa avaliar a dificuldade de
resolver o problema. Nessa secdo, descreve-se uma técnica que permite o
seu calculo, em alguns casos. Para ilustrar a técnica, apresenta-se, na secao
seguinte, um exemplo de como determinar um limite inferior do problema
de ordenacao.

Seja P um problema e a um algoritmo que resolve P, de tal modo que
a operacao dominante em « seja a comparagao. Isto é, o numero de
comparacoes que o executa no processo exprime a sua complexidade. Cada
comparacdo € de natureza bindria, ou seja, admite exatamente duas
alternativas como resposta. A técnica seguinte se destina a determinar um
limite inferior para as complexidades que o pode apresentar.

O efeito das comparacbes em uma computacdo de o pode ser
modelado através de uma arvore estritamente binaria T, denominada drvore
de decisdo. Cada comparacdao C efetuada no processo € univocamente
representada por um vértice interior v de T. Os filhos esquerdo e direito
correspondem as duas alternativas (verdadeiro ou falso) do resultado de C.
Este depende da entrada de o, naturalmente. Um resultado verdadeiro de C,
por exemplo, conduz a uma nova comparacao C', representada em T pelo
filho esquerdo de v. Os dois filhos de C' correspondem por sua vez,
respectivamente, as alternativas do resultado de C', e assim por diante
(Figura 3.4). A arvore T contém todas as alternativas do processo, para
todas as entradas possiveis de a.
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Figura 3.4: Arvore de decisdo

As folhas de T correspondem ao conjunto dos estados finais a que a
computacao de a pode conduzir. Ou seja, a cada possivel saida diferente de
a deve corresponder pelo menos uma folha diferente de T. Assim sendo, o
comprimento do caminho em T desde a raiz até uma folha é igual ao
nimero de comparacoes efetuadas por o, para uma certa entrada E. Este
numero exprime a complexidade local assintética de a, relativa a E.
Consequentemente, a altura de T é igual ao numero de comparacoes que «
efetua no pior caso. Ou seja, é igual a complexidade de a. Como
decorréncia, um limite inferior para a altura de T é também um limite
inferior para P. Seja h a altura minima dentre as arvores de decisdao
correspondente a todos os algoritmos a que resolvem P. O limite inferior
maximo de P é igual a h.

3.9 Limite Inferior para Ordenacao

Como aplicacdao da modelagem das comparacoes de um algoritmo, atraveés
de uma arvore de decisdao, mostra-se a seguir que (nlogn) é um limite
inferior para o problema de ordenacdio de uma sequéncia S com n
elementos. Esse resultado é restrito a algoritmos de ordenacdo em que as
comparagoes sejam operacoes dominantes. A existéncia de um tal algoritmo
com complexidade O(nlogn) assegura que esse limite inferior é maximo.
Seja o um algoritmo de ordenacao nas condicOes acima e cuja entrada € S.
Seja T a arvore de decisdao de altura h, correspondente a a. O numero de
folhas de T é > n!, pois a saida de o pode corresponder a qualquer
permutacdao de sua entrada. Assim sendo, T possui no maximo 2" folhas,
pois T é uma arvore binaria. Logo,



2'>n! = h >log(n!). Como n > 0,
n! =n(n-1)-1>n(n-1)-dn2e > (n/2)".

Consequentemente, h > (n/2)(logn — 2). Isto é, h é Q(nlogn).

Ou seja, Q(nlogn) é um limite inferior para a altura de T. De acordo
com a secao anterior, Q(nlogn) é também um limite inferior para o
problema de ordenacdo, considerando algoritmos baseados em
comparacoes. Por outro lado, sdo conhecidos algoritmos de ordenacao com
complexidade O(nlogn). Logo esses algoritmos sao 6timos, e, portanto, o
limite inferior Q(nlogn) é maximo.

3.10 Programas em Python

Esta secao contém as implementacOes de algoritmos formulados neste
capitulo. O programa segue as descricoes gerais apresentadas nos Capitulos
le?2.

3.10.1 Algoritmo 3.3: Coloracao Aproximada

O Programa 3.1 corresponde a implementacdao do Algoritmo 3.3. As Linhas
4—-6 computam o vetor d de modo que d[w] corresponda ao grau do vértice
w. Em seguida, cria-se uma lista V de pares ordenados (d(v),v) para todo v
€ V (G), onde d(v) representa o grau de v. Esta lista é entdo ordenada
descendentemente na Linha 8. Note que, em Python, uma tupla é menor do
que outra se a primeira é lexicograficamente menor que a segunda. Isto
significa que os vértices dos pares ordenados serdo em particular ordenados
pelos respectivos graus de forma ndo crescente. Na sequéncia, a lista V é
redefinida para conter apenas os vértices dos pares ordenados, mantendo a
ordem apd6s a ordenacdo, que servira como sequéncia de vértices a
considerar no processo de coloracdao. O restante da implementacdo €
traducdo direta do algoritmo.

Programa 3.1: Coloracdao aproximada
1 #Algoritmo 3.3: Coloracgdo aproximada
2 #Dados: grafo G

3 def ColoracaoAproximada(G):



d = [0]*(G.n+1)

for (u,v) in G.E():

d[u]=d[u]+1;d[v]=d[v]+1

V = [(d[v],v) for v in G.V() ]

V.sort(reverse=True)

<
1

[v[1] for v in V]

f = [0]%(G.n+1)

cor = [None]*(G.n+1)

chi = 0

for j in V:

for w in G.N(j):

if cor[w] != None:

flcor[w]] = j

while cor[j]==None:

if f[r] = j:

cor[j] = r; chi = max(chi,r)

else:

return chi



3.10.2 Algoritmo 3.4: Ordenacao Topologica

O Programa 3.2 corresponde a implementacao do Algoritmo 3.4. A entrada
do algoritmo é o digrafo D. As Linhas 6-8 computam o vetor d de modo que
d[w] corresponda ao grau de entrada do vértice w. Durante tal computacao,
as Linhas 9-10 se encarregam de inserir na pilha Q todos os vértices com
grau de entrada nulo. Cada iteracdao da repeticao da Linha 11 determina o
vértice v da ordenagdo topoldgica, para todo 1 < j < n. Com efeito, a Linha
12 remove um vértice com grau de entrada nulo da pilha Q, que sera
definido como v (e armazenado em V[j-1]). Em seguida, a remogéo de v,
implica a diminuicdo em uma unidade no grau de entrada de cada vértice na
vizinhanga de saida de v, (Linhas 14-15). Quando tal grau de entrada se
torna zero, o respectivo vértice passa a poder ser escolhido como proximo
elemento da ordenacao topoldgica e, portanto, entra na pilha Q (Linhas 16—
17).

Programa 3.2: Ordenacao topolégica

1 #Algoritmo 3.4: Ordenacdo topoldgica
2 #Dado: digrafo D

3 def OrdenacaoTopologica(D):

4 d = [0]*(D.n+1)

5 Q = []; V = [Nonel*D.n

6 for w in D.V():

7 for v in D.N(w, “-"):

8 diw] = d[w]+1

9 if d[w] == 0:

10 Q.append(w)

11 for j in range(1, D.n+1):



12
13
14
15
16
17

18 return V

3.11 Exercicios

w = Q.pop()

V[j-1] = w

for v in D.N(w, “+"):

d[v] = d[v]-1

if d[v] == o:

Q.append(v)

3.1 Modificar o Algoritmo 3.1, de modo a construir uma
estrutura de adjacéncias para um grafo ndo direcionado.

3.2 Seja G(V,E) um grafo ndo direcionado, representado por
uma matriz de adjacéncias, V' © V um subconjunto de
vértices e E' € E um subconjunto de arestas de G. Descrever
um algoritmo para realizar as seguintes tarefas:

(i) Construir o subgrafo induzido em G, pelo
subconjunto de vértices V ', na mesma
representacao considerada, isto €, matriz de
adjacéncias.

(ii) Construir o subgrafo induzido em G, pelo
subconjunto de arestas E’, na mesma representacao
considerada, isto é, matriz de adjacéncias.

(iii) Determinar a complexidade para a realizacao

de cada tarefa (i) e (ii), separadamente.



3.3 Repetir o Exercicio 3.2, supondo que a representacao
seja a de matriz de incidéncias, ao invés de matriz de
adjacéncias.

3.4 Repetir o Exercicio 3.2, supondo que a representacao
seja a de estrutura de adjacéncias, ao invés de matriz de
adjacéncias.

3.5 Descrever um algoritmo de ordenacao por caixas, para
realizar uma ordenacdo alfabética. Se existirem n itens a
serem ordenados, cada qual com m caracteres alfabéticos,
qual sera a complexidade do processo?

3.6 Apresentar um exemplo de um grafo G, com ntimero
cromatico y e tal que o Algoritmo 3.2 de coloracdo
aproximada atribua aos vértices de G um total de 2y ou mais
cores.

3.7 Os algoritmos 3.2 e 3.3 produzem coloragoes
rigorosamente iguais. Provar ou dar contra-exemplo.

3.8 Seja uma variacao do Algoritmo 3.2, de coloracao
aproximada, na qual é omitida a operacdao de ordenacdo de
vértices do grafo, segundo os seus graus. Apresentar
exemplos de grafos, para os quais a aproximacao obtida
através desta variacao é melhor do que aquela do Algoritmo
3.2.

3.9 Um digrafo admite ordenacdo topoldgica se e somente se
for aciclico. Provar ou dar contra-exemplo.



3.10 Seja R uma matriz de adjacéncias de um digrafo
aciclico D, construida segundo uma permutacao de seus
vértices que corresponde a uma ordenagdo topoldgica.
Mostrar que R é uma matriz triangular.

3.11 Seja D(V,E) um digrafo tal que contenha exatamente um
ciclo simples C. Seja V, S V o subconjunto dos vértices de D
alcancaveis de algum vértice de C.

Se D é a entrada do Algoritmo 3.4 de ordenacdo topologica,
qual sera a saida correspondente?

3.12 Seja T o numero de ordenacdes topoldgicas distintas de
um digrafo D(V,E). Quais sdao os valores minimo e maximo
de T7?

3.13 Seja A uma arvore direcionada enraizada. Determine o
numero de ordenacOes topologicas distintas dos vértices de
A.

3.14 Seja T a arvore de decisdao correspondente a um
algoritmo o, baseado em ordenacdes, para resolver certo
problema P. Entdo o nivel minimo de uma folha de T é igual
ao nimero de comparacdes que o efetua no melhor caso,
provar ou dar contra-exemplo.

3.15 UVA Online Judge 103

Escreva um algoritmo para o seguinte problema:

Dadas n “caixas”, cada uma com m dimensoes, deseja-se
saber qual a maior pilha de “caixas” que pode ser formada,
C,C,...,C,, tal que cada caixa c pode ser encaixada na caixa c_,
(1 < i < k). Formalmente, definimos a propriedade de
encaixamento como se segue. A caixa D = (d, d, ..., d)



encaixa-se na caixa E = (e,e,..,e) se existir uma
permutagdo de 1...m, tal que d < e (1 <i<m).

3.16 UVA Online Judge 11686

Escreva um algoritmo para o seguinte problema:

O jogo de pega-varetas € fascinante. Um conjunto de n
varetas coloridas, numeradas de 1 a n, € jogado em uma
mesa resultando em um emaranhado de varetas, umas por
cima das outras. Cada jogador, por turno, retira quantas
varetas puder, s60 podendo retirar varetas livres. Dadas n
varetas e a disposicdo das mesmas na mesa, na forma de m
pares (a,b), que indicam que a vareta a esta sobre a vareta b,
determinar uma ordem valida para a retirada das varetas. Se
isso nao for possivel, indicar com uma mensagem.

3.17 UVA Online Judge 10305

Escreva um algoritmo para o seguinte problema:

Jodo tem n tarefas para fazer, numeradas de 1 a n.
Infelizmente, as tarefas ndao sdao independentes e pode ser
que a execucao de cada uma delas sé seja possivel apés a
realizacao de outras. Dadas n tarefas e as relacoes de
precedéncia entre elas, indicar uma possivel ordem para sua
execucao.

3.12 Notas Bibliograficas

Métodos de ordenacao foram considerados, com certo detalhe, em diversos
trabalhos. A obra classica no assunto ¢ Knuth (1973). O Algoritmo 3.3 é de
Matula, Marble e Isaacson (1972). O efeito da ordenacdo dos vértices na
qualidade de certas aproximacoes para o problema de coloracao é discutido
em Matula (1968). Estes algoritmos efetuam uma coloragdao baseados em
uma ordenacdo dos vértices. Historicamente, mencionamos os algoritmos
de Welsh e Powel (1967), e Brélaz (1979), para este tipo de técnica. Um
outro algoritmo de coloracdo aproximada foi descrito posteriormente por
Halldorsson (1993). A producdo de exemplos desfavoraveis para algoritmos



aproximativos de coloracdo é tratado em Mithchen (1976). A dificuldade
existente para formular uma boa aproximacdo para este problema é
apresentada em Garey e Johnson (1976). Um dos primeiros estudos de
algoritmos de coloracdo, em lingua portuguesa, ¢ Santos (1979). O livro de
Jensen e Toft (1995) contém diversos problemas de coloracao de grafos.
Um algoritmo de complexidade linear para o problema de ordenacdo
topologica foi descrito inicialmente em Knuth (1997). Veja também Kahn
(1962), Kase (1963) e Lasser (1961). A técnica da recursao é largamente
empregada na formulacdo de algoritmos. Knuth (1997) é uma fonte de
exemplos. Um texto especifico no assunto é Barron (1968). A traducao de
recursdo para iteracdo é também discutida em Knuth (1974a). Arvores de
decisdo sdo ferramentas bastante utilizadas em mineracdao de dados, por
exemplo. Meétodos recursivos sdo frequentemente empregados na
construcao das arvores de decisdo. Neste sentido, veja a referéncia Quinlan
(1986).



CAriTULO 4

BuscAs EM GRAFOS

4.1 Introducao

Dentre as técnicas existentes para a solucao de problemas algoritmicos em
grafos, a busca tem lugar de destaque, pelo grande niimero de problemas
que podem ser resolvidos através da sua utilizacdo. Provavelmente, a
importancia dessa técnica é ainda maior quando o universo das aplicacoes
for restrito aos algoritmos considerados eficientes.

A busca visa resolver um problema basico, qual seja o de como
explorar um grafo. Isto é, dado um grafo deseja-se obter um processo
sistematico de como caminhar pelos vértices e arestas do mesmo. Por
exemplo, quando o grafo é uma arvore, esta questdao se torna mais simples.
Pois uma das formas de nela caminhar pode ser definida, recursivamente,
através da seguinte sequéncia de operacoes:

Se a arvore for vazia, nao ha nada a fazer. Caso contrario:
1. Visite a raiz da arvore.

2. Caminhe pela subarvore mais a esquerda da raiz,
em seguida, pela 2°. mais a esquerda,
em seguida, pela 3°. mais a esquerda,
e assim por diante.

Este tipo de caminhamento é denominado preordem e sua aplicacao a
arvore da Figura 4.1 conduz a seguinte sequéncia de visitas:

abdeijcfkghlnm

Observe que neste caminhamento se procura descer na arvore, tao
profundo quanto possivel, da esquerda para a direita, sistematicamente.
Uma outra forma de se caminhar em arvores enraizadas é o processo
denominado ordem de nivel. Neste, o caminhamento é nivel a nivel, da



esquerda para direita. A arvore da Figura 4.1 quando percorrida em ordem
de nivel produz a seguinte sequéncia de visitas:

a
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Figura 4.1: Uma arvore enraizada
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Figura 4.2: Como caminhar sistematicamente?

abcdefghijklmn

Naturalmente ha outras formas de se caminhar em arvores.

Quando se transporta o mesmo problema para grafos, aflora de
imediato uma dificuldade: ndo ha um referencial geral a ser considerado.
Em outras palavras, ndo sdao definidos, de forma absoluta, os conceitos de
esquerda, direita e nivel. Supondo, por exemplo, fixado o vértice ¢ do grafo
da Figura 4.2, como definir um caminhamento sistematico no grafo, de
modo que fique determinado o proximo vértice a ser visitado na sequéncia
de visitas? Em particular, como caminhar no grafo, de modo a visitar todos
0s Vértices e arestas, evitando contudo repeticoes desnecessarias de visitas a
um mesmo Vveértice ou aresta?

Esta tltima questdo é de enorme dificuldade, de um modo geral, a ndo
ser que sejam utilizados recursos adicionais, durante o caminhamento, que
permitam reconhecer se um dado vértice ou aresta ja foi ou ndo visitado



anteriormente. Comumente, esses recursos adicionais correspondem a um
conjunto de até n marcas. Uma marca € associada a um vértice v com a
finalidade de registrar que v foi visitado. Isto permite distingui-la dos
vértices ndo visitados. Na proxima secdo o assunto € apresentado em
detalhe.

4q
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Figura 4.3: Exemplo para uma busca

4.2 Algoritmo Basico

Seja G um grafo conexo em que todos 0s seus vértices se encontram
desmarcados. No passo inicial, marca-se um vértice arbitrariamente
escolhido. No passo geral, selecionase algum vértice v que esteja marcado e
seja incidente a alguma aresta (v,w) ainda nao selecionada. A aresta (v,w)
torna-se entdo selecionada e o vértice w marcado (caso ainda ndo o seja). O
processo termina quando todas as arestas de G tiverem sido selecionadas.
Esse tipo de caminhamento é denominado busca no grafo G.

Quando a aresta (v,w) é selecionada a partir do vértice marcado v, diz-
se que (v,w) foi explorada e o vértice w alcan¢ado. Um vértice torna-se
explorado quando todas as arestas incidentes ao mesmo tiverem sido
exploradas. Assim sendo, durante o processo de exploracao de um vértice é
possivel que este venha a ser alcancado diversas vezes. Utiliza-se também o
termo visita a arestas ou vertices, em lugar de exploracao. O vértice inicial é
denominado raiz da busca.

Como exemplo, considere efetuar uma busca no grafo da Figura 4.3.
Escolhe-se um vértice inicial, por exemplo 1, e alguma aresta incidente ao
mesmo, seja (1,2). O vértice 1 torna-se marcado e a aresta (1,2) explorada.
Nessa mesma ocasidao, o vértice 2 tornase também marcado. Seleciona-se,
em seguida, algum vértice marcado, por exemplo 1, e alguma aresta



incidente a 1 e ainda nao explorada; por exemplo (1,4), a qual se torna
explorada. Isto produz a marcacao do vértice 4. Seleciona-se, em seguida,
por exemplo, o vértice 2 e a aresta (2,4), tornando-a explorada. Observe que
o vértice 4 ja se encontrava marcado. Escolhe-se, em seguida, por exemplo,
o proprio vértice 4 e explorase a aresta (4,6), marcando-se o vértice 6.
Escolhe-se agora o vértice 2, explora-se a aresta (2,3) e marca-se 0 vértice
3. Isto completa a exploracao do vértice 2. Escolhese um novo vértice
marcado e o processo continua até que tenha sido completada a exploracao
de todos os vértices (isto €, todas as arestas tenham sido exploradas).

Observe que um vértice v torna-se marcado precisamente quando a
primeira aresta incidente a v é explorada. Nessa ocasido, é iniciada a
exploracdo de v. Recorda-se que essa exploracao ¢ completada exatamente
quando a ultima aresta incidente a v for por sua vez explorada.

Obviamente, a busca em um grafo ndo é unica. Durante o processo ha
liberdade de escolha nas seguintes ocasioes.

No passo inicial:
vértice inicial: selecao do vértice inicial da busca.
No passo geral:

vértice marcado: selecao do vértice marcado v, a partir do qual se
deseja explorar uma aresta (v,w) ndao explorada.

aresta incidente: selecao da aresta nao explorada (v,w) incidente ao
vértice marcado v.

Algoritmo 4.1: Busca geral
Dados: grafo G(V,E)
desmarcar todos os vértices
escolher e marcar um vértice inicial
enquanto existir algum vértice v marcado e incidente a uma aresta (v,w)
ndo explorada efetuar
escolher o vértice v e explorar a aresta (v,w)
se w é ndo marcado entao
marcar w



Numa busca geral essas escolhas sdo todas arbitrarias. Nas Secoes 4.3
e 4.7, respectivamente, serdo examinados critérios para a escolha de vértice
marcado. Esses critérios correspondem a busca em profundidade e busca
em largura, respectivamente. Em ambas, a escolha do proximo vértice
marcado torna-se unica. Contudo, para os casos de vértice inicial ou aresta
incidente, ndo sdao conhecidos critérios gerais que conduzem a uma escolha
sistematica, sem ambiguidades.

4.3 Busca em Profundidade

Uma busca é dita em profundidade quando o critério de escolha de vértice
marcado (a partir do qual sera realizada a proxima exploracao de aresta)
obedecer a:

“dentre todos os vértices marcados e incidentes a alguma aresta ainda
nao explorada, escolher aquele mais recentemente alcancado na busca”.

Observe que a escolha de vértice marcado torna-se unica e sem
ambiguidade, segundo o critério apresentado. O seguinte algoritmo
recursivo implementa esse processo.

Observe que no Algoritmo 4.2 sdo arbitrarias as escolhas da raiz da
busca, bem como da aresta (v,w) a ser explorada, a partir do vértice marcado
v. A escolha dessa aresta é dada implicitamente pela ordenacdao de A(v), a
qual é arbitraria.

Algoritmo 4.2: Busca em profundidade (utilizando pilha)
Dados: G(V,E), conexo
Procedimento P(v)
marcar v
colocar v na pilha Q
para w € A(v) efetuar
se w é ndo marcado entao
visitar (v,w) > arestas visitadas (I)
P(w)
caso contrario
se w € Q e v,w nado sao consecutivos em Q entao
visitar (v,w) > arestas visitadas (II)



retirar v de Q
desmarcar todos os vértices
definir uma pilha Q
escolher uma raiz s
P(s)

O algoritmo em questdo € recursivo, mas ao mesmo tempo utiliza uma
pilha Q. Na realidade, isto representa, de certa forma, uma duplicacdo, pois
a pilha faz o efeito da recursao. Assim é possivel simplificar o algoritmo de
modo a torna-lo puramente recursivo, sem o uso explicito da pilha Q, ou
entao nao recursivo, somente com a utilizacdao da pilha. A versao puramente
recursiva € apresentada a seguir como Algoritmo 4.3. Nesta versao ha
necessidade de introduzir um parametro adicional u, além de um parametro
adicional v, nas chamadas recursivas para evitar que uma aresta seja
visitada mais de duas vezes.

Algoritmo 4.3: Busca em profundidade (recursivo)
Dados: G(V,E), conexo
Procedimento P(v,u)
marcar v
para w € A(v) efetuar
se w é ndo marcado entao
visitar aresta de arvore (v,w) > arestas visitadas (I)
P(w,v)
caso contrario
se w #Z U entao
visitar aresta de retorno (v,w) > arestas visitadas (II)
desmarcar todos os vértices

escolher uma raiz s
P(s,0)

O Algoritmo 4.3 divide o conjunto E das arestas de G em duas partes
disjuntas: as arestas visitadas em (I) denominadas arestas de drvore e



aquelas em (II), chamadas arestas de retorno ou frondes. Seja E_o conjunto
das arestas de arvore.

Teorema 4.1
O grafo T(V,E.) é uma arvore geradora de G(V,E).

Prova Como G é conexo, todo vértice v € V é alcancado na busca. Logo, T
é conexo. Seja uma aresta (v,w) e suponha v alcan¢ado antes de w. Como
(v,w) € E, se e somente se w estava desmarcado quando foi alcangado,
conclui-se que a adi¢do de (v,w) a E_se da simultaneamente com a adigdo
de wa T. Logo, T ndo contém ciclos.

A arvore geradora (V,E,) recebe o nome de arvore de profundidade de

G. Normalmente, esta arvore sera considerada como darvore enraizada,
sendo seu vértice raiz, precisamente, a raiz s da busca.

Teorema 4.2

Seja G(V,E) um grafo conexo e T uma drvore de profundidade de G, obtida
a partir de uma busca em profundidade. Entdo toda aresta (v,w) € E é tal
que v é ancestral (ou descendente) de w em T.

Prova Sem perda de generalidade, suponha v alcancado antes de w em T.
Entdo se v ndo é ancestral de w em T, w so foi alcancado na busca apos se
retirar v da pilha Q. Mas isto contradiz o fato de que w é necessariamente
alcang¢ado quando v se torna o topo de Q, pois w € A(v).

Esse teorema pode ser generalizado como se segue:

Teorema 4.3
Seja G(V,E) um grafo conexo e T(V,E,) uma drvore de profundidade de G.

Entdo todo caminho C de G contém um vértice p tal que todos os vértices
de C sdo descendentes de p em T.



Prova Seja C um caminho em G e p o vértice de C mais proximo a raiz s,
em T. Suponha que C contém um vértice o qual ndo é descendente de p.
Entdo necessariamente C contém uma aresta (v,w) tal que w é descendente
de p, mas v ndo o é. Obviamente, v ndo é descendente de w, sendo v o seria
de p. Se, por outro lado, w ¢é descendente de v entdo p e v estdo no caminho
de s a w em T. Nesse caso, a unica possibilidade de acordo com as
hipéteses consideradas é que p seja descendente de v, o que contradiz o fato
de que p é o vértice de C mais proximo a s. Assim nenhum dentre v,w é
descendente um do outro. Entdo T ndo é uma drvore de profundidade, uma
contradicdo.

Observe que no algoritmo de busca em profundidade, cada aresta (v,w)
é examinada exatamente duas vezes. Uma vez considerando w € A(v) e a
outra v € A(w). Este fato conduz a conclusdao de que o processo de busca
em profundidade possui complexidade O(n + m).

Como exemplo, as Figuras 4.4(b) e 4.4(c) mostram buscas em
profundidade diferentes, realizadas no grafo da Figura 4.4(a). As arestas
desenhadas por linhas retas correspondem as arestas de arvore, enquanto
que as curvas representam as frondes. A raiz em ambas as buscas é o vértice
V.
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Figura 4.4: Busca em profundidade



A ordem em que os vértices sao inseridos e/ou retirados da pilha Q é
importante para diversas aplicacdes. Para cada v € V e para uma dada
busca em profundidade, define-se profundidade de entrada de v, PE(v), e
profundidade de saida de v, PS(v), respectivamente, como sendo o nimero
de ordem em que v foi inserido e retirado da pilha Q. Obviamente, as
profundidades de entrada fornecem a sequéncia em que os vértices sao
alcancados pela primeira vez na busca. Se s é a raiz da busca, entdo
profundidade de entrada (s) = 1 e profundidade de saida (s) = n. Supondo
que v,antecede v.em A(v,), na busca do exemplo da Figura 4.4(b), seriam as
seguintes as profundidades dos vértices desse grafo.

vérticev v, v, v, v, v. v,
PE(v) 124356

PS(v) 65 1 4 3 2

Finalmente, observa-se que os resultados apresentados nesta secao
correspondem a busca em profundidade de grafos conexos. Caso o grafo
considerado ndo seja conexo, os resultados se aplicam as suas componentes
conexas, separadamente.
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Figura 4.5: Outra busca em profundidade



4.4 Biconectividade

Como aplicacdo de busca em profundidade, sera descrito um algoritmo para
a determinacdo das componentes biconexas de um grafo. O processo
determina também o conjunto dos vértices de articulacao do grafo, como
passo intermediadrio.

Seja G(V,E) um grafo e T(V,E,) uma arvore de profundidade de G.

Define-se a fungao lowpt:V — V', do seguinte modo. Para cada vértice v &€
V', lowpt(v) é igual ao vértice mais proximo da raiz de T que pode ser
alcancado a partir de v, caminhando-se em T para baixo, através de zero ou
mais arestas de arvore e, em seguida, para cima utilizando no maximo uma
aresta de retorno.

Como exemplo, a funcdo lowpt correspondente ao grafo da Figura
4.5(b) é a seguinte:

1% 12345678910

lowpt(v) 8 8 2228888 1

A aplicacdo da funcdo lowpt na determinacao das articulacoes de um
grafo é dada pelo Lema 4.1.

Lema 4.1

Seja G(V,E) um grafo conexo e T uma darvore de profundidade de G. Um
vértice v € V é uma articulacdo de G se e somente se

(i) v é araiz de T e v possui mais de um filho, ou
(ii) v ndo é a raiz de T, e v possui um filho w tal que

lowpt(w) = v ou w.

Prova Seja v uma articulagdo de G. Entdo existem vértices t,z € V tais que
todo caminho entre t e z contém v. Seja T uma drvore de profundidade de G.
Seja u o ancestral comum a t e z mais afastado da raiz de T. (i) Suponha



que v é a raiz de T. Entdo se u # v existe um caminho entre t e z que ndo
contém v, uma contradi¢do. Logo u e v coincidem, o que implica que t e z
pertencem a subdrvores diferentes de raiz v. Ou seja, v deve possuir dois
filhos, no minimo. (ii) Suponha que v ndo seja a raiz de T. Porque v é
articulacao, v possui pelo menos um filho w tal que ndo ha aresta (fronde)
entre um descendente de w e um ascendente proprio de v. Logo, v possui um
filho w tal que lowpt(w) = v ou w. Para provar a suficiéncia, suponha que
(i) é vdlido. Entdo todo caminho entre dois filhos de v contém v, ou seja, v é
articulacao. Suponha que (ii) € valido. Entao todo caminho de w a raiz T
contém v. Logo v é articulacao.

Pelo Lema 4.1, conclui-se que é possivel determinar as articulacoes de
G, através dos valores lowpt(v), para cada v € V . Para se calcular os
valores de lowpt, definese para cada vértice v € V, a funcao g(v) como
sendo o ascendente w de v mais alto em T, tal que (v,w) é uma aresta de
retorno. Se nao houver algum ascendente nessas condicoes entdao g(v) = v,
por definicdo. Os valores de lowpt(v) sdo entdo computados do seguinte
modo:

se v é uma folha entdo
lowpt(v) := g(v)
caso contrario
lowpt(v) := vértice mais proximo a raiz dentre g(v) e lowpt(u), para
todo filho u
de v.

A determinacdao de lowpt pode também ser obtida por uma busca em
profundidade em complexidade O(n + m). Para tal, basta percorrer uma vez
a arvore da busca, de baixo para cima. Isto é, um vértice da arvore somente
deve ser considerado quando todos os seus filhos ja o tiverem sido.

Para determinar as componentes biconexas a partir dos vértices
articulacdo, novamente recorre-se a busca em profundidade.

Sejam v,w vértices de G, v pai de w em T e lowpt(w) = v ou w. Entao w
é chamado demarcador de v. Uma articulacdio é pai de um ou mais
demarcadores. Além disso, todos os filhos da raiz da busca sdao também
demarcadores. Eles podem ser determinados sem dificuldade, dadas a
arvore T e a funcao lowpt.



Lema 4.2

Seja G(V,E) um grafo e T uma drvore de profundidade de G. Sejam vyw € V
, com w um demarcador de v tal que a subarvore T de T com raiz w ndo
contém articulagées de G. Entdo os vértices de T, juntamente com YV,
induzem uma componente biconexa em G.

Prova O tunico vértice de G ndo pertencente a subdrvore T e adjacente a
algum vértice de T é precisamente a articulagao v.

O algoritmo seguinte, para determinacdo das componentes biconexas
de um dado grafo G, é uma aplicacdao sucessiva do Lema 4.2. No passo
inicial, calculam-se as articulacoes e demarcadores de G, através de uma
busca em profundidade que produz a arvore T. No passo geral, escolhe-se
um demarcador w tal que a subarvore T de T, com raiz w, ndao possua
articulacoes de G. O vértice v juntamente com os de T induzem uma
componente biconexa em G. Retirar T de T. Além disso, se w é o unico
demarcador de v em T, doravante ndao considerar v como articulacao. O
processo se repete até que nao haja mais demarcadores. Esse algoritmo
pode ser implementado em tempo O(n + m), percorrendo-se a arvore T de
baixo para cima.
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Figura 4.6: Determinacdao das componentes biconexas de um grafo

Como exemplo, considere novamente o grafo G da Figura 4.5(a), cujas
articulacoes sdao os vértices 2 e 8, respectivamente. A Figura 4.6(a) ilustra
uma arvore de profundidade T de G, com as articulacoes e demarcadores



assinalados. A subarvore T, de raiz 4, ndao contém articulacoes de G. Logo,
{2,4,5,3} constituem os vértices de uma componente biconexa. Retirando-
se {4,5,3} de T o vértice 2 deixa de ser articulacao, pois 4 era seu unico
demarcador. O vértice 9 € agora um demarcador tal que T, ndao contém
articulacoes. Logo, {8,9,1,2,10} induzem uma componente biconexa em G.
Retira-se {9,1,2,10} de T. O vértice 6 é um demarcador e T, ndo possui
articulacoes. Entre os vértices de {8,6,7} induzem também uma
componente biconexa em G. Retira-se {6,7} de T. Todos os demarcadores
de G ja foram considerados, o que encerra o processo. A Figura 4.6(b)
mostra as componentes obtidos.

4.5 Busca em Profundidade — Digrafos

A ideia basica da busca em profundidade em grafos direcionados é analoga
ao caso nao direcionado. A partir de um vértice s = v, denominado raiz,
constroem-se caminhos Q = v,,...,v,.. Se existe algum vértice w divergente de
v tal que w nunca pertenceu a algum caminho Q, entdao w é incluido em Q, o
qual se torna v,,...,v,w e 0 processo € repetido. Caso contrario, se ndo existe
w nessas condicoes, o vértice v, é retirado do caminho, transformando-o em
Q=v,..v_, e o processo é repetido. O término da busca se da quando o
vértice v, é retirado de Q. Este processo é denominado busca em
profundidade de raiz v..

Observa-se que na descricdo anterior, todo vértice z nao alcancavel de
v nao sera incluido em Q. Desse modo, apenas o0s vértices e arestas
alcancaveis da raiz sao incluidos na busca.

O Algoritmo 4.4, recursivo, implementa a ideia.

Algoritmo 4.4: Busca em profundidade em digrafos
Dados: digrafo D(V,E)
Procedimento P(v)
marcar v
colocar v na pilha Q
para w € A(v) efetuar
visitar (v,w)
se w ndo marcado entao



P(w)
retirar v de Q
desmarcar todos os vértices
definir uma pilha Q
definir uma raizs € V
P(s)

Observa-se que a pilha Q (a qual corresponde ao caminho Q da
descricdo dada) pode ser ignorada no Algoritmo 4.4, sem modificar a
esséncia do procedimento. Contudo ela foi incluida para reforcar a ideia de
que Q é implicitamente construida pela recursao.

A fim de examinar o efeito da busca, supGe-se de inicio que a raiz s
seja também raiz do digrafo. Considere agora a visita a uma aresta (v,w).
Seja v alcancado antes de w na busca. Se w se encontrava desmarcado no
momento da visita, entdo (v,w) é chamada aresta de drvore, caso contrario
(w marcado) é denominado aresta de avango. Seja agora w alcancado antes
de v na busca. Se w € Q no momento da visita, entdo (v,w) denomina-se
aresta de retorno, caso contrario, w & Q, e a aresta (v,w) é denominada
aresta de cruzamento. Desse modo, a busca em profundidade em um
digrafo divide o seu conjunto de arestas em quatro subconjuntos disjuntos.

Seja D(V,E) um digrafo de raiz s. Considere uma busca em
profundidade, de raiz também s, efetuada em D. Seja E, o conjunto das
arestas de arvore, obtido pela busca. Entdo analogamente ao caso ndo
direcionado, pode-se mostrar que (V,E, ) é uma arvore direcionada enraizada
geradora do digrafo D. Essa arvore é denominada arvore de profundidade
de raiz s, do digrafo D.

Teorema 4.4

Seja D(V,E) um digrafo de raiz s e T(V,E,) uma drvore de profundidade de
raiz s, obtida a partir de uma busca em profundidade em D. Entdo toda
aresta de arvore (v,w) € tal que v é pai de w em T; toda aresta de avango
(v,w) € tal que v é ancestral, mas nao pai, de w em T; toda aresta de retorno
(v,w) é tal que v é descendente de w em T; toda aresta de cruzamento (v,w) €
tal que v ndo ¢ ancestral nem descendente de w, em T.



Prova Considere uma aresta (v,w) € E. Suponha inicialmente v alcancado
antes de w na busca. Como v atinge w em D, garante-se que w serd
alcancado na busca antes de se retirar v de Q, ou seja, v € ancestral de w
em T. Se além disso, w se encontrava desmarcado quando alcangado, a
computacdo P(w) é iniciada pelo procedimento P(v), o que garante que v é
pai de w, em T. Suponha agora w alcancado antes de v na busca. Se w € Q
no momento em que v é alcangado, entdo quando (v,w) é visitado Q contém
S,..W,...,V, OU Seja, v é descendente de w em T. Caso contrdrio (w & Q no
momento considerado), v ndo pode ser descendente de w em T nem
tampouco ancestral, pois isto contradiria w alcangado antes de v na busca.

Seja D(V,E) um digrafo de raiz s. Numa busca em profundidade de raiz
s em D, cada aresta de D ¢ examinada exatamente uma vez. Conclui-se
entdo que o processo de busca em profundidade para digrafos possui
também complexidade O(n + m).

Como exemplo, a Figura 4.7(b) corresponde a uma busca em
profundidade de raiz s, no digrafo da Figura 4.7(a). Supde-se que para esta
busca, seja utilizada a seguinte ordenacdo das listas de adjacéncia do
digrafo:

A(s) = ha,g,bi  A(a) = hci
Ab)=D A(C) = hb,di
A(d)=ha,ei A(e) = hci
A(f) =he,gi A(g) = hf.hi

Ah)=hidi  A®l)=Q

Assim como no caso ndo direcionado, a ordem em que os vértices de
um digrafo D(V,E) sdo incluidos e excluidos da pilha Q, em uma busca em
profundidade em D, é importante para certas aplicacdes. Assim sendo, para
cada vértice v € V define-se profundidade de entrada de v, PE(v), e
profundidade de saida de v, PS(v), respectivamente, como sendo o nimero



de ordem em que v foi incluido e excluido da pilha Q. Para a busca da
Figura 4.7(b) e considerando-se as listas de adjacéncia como dispostas
anteriormente, seriam as seguintes as profundidades dos vértices do digrafo
da Figura 4.7(a).

v sabcdefgh i
PE(v) 1 2435687910

PS(v) 1051432698 7

Observa-se que a sequéncia dos vértices v de um digrafo D em ordem
crescente de PE(v) corresponde a um caminhamento preordem na arvore de
profundidade produzida pela busca correspondente. Os valores das
profundidades de entrada e saida dos vértices podem ser utilizados para
classificar as arestas de um digrafo através de uma busca em profundidade,
utilizando-se o seguinte lema.
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Figura 4.7: Busca em profundidade em digrafos



Lema 4.3

Seja D(V,E) um digrafo de raiz s e (v,w) € E uma aresta de D. Seja B uma
busca em profundidade de raiz s, em D. Entdo:

(i) (v,w) é aresta de drvore ou avango se e somente se PE(v)
< PE(w)

(ii) (v,w) é aresta de retorno se e somente se PE(v) > PE(w) e
PS(v) < PS(w)

(iii) (v,w) é aresta de cruzamento se e somente se PE(v) >
PE(w) e PS(v) > PS(w)

Prova Aplicar a definigdo.

Seja (v,w) uma aresta do digrafo D, e considere uma busca em
profundidade em D. Pela definicdo, sabe-se que (v,w) é aresta de arvore se e
somente se w estiver desmarcado quando (v,w) foi visitado. Esta observacao
juntamente com o Lema 4.3 corresponde a um processo eficiente para se
classificar as arestas de D, em arestas de arvore, avanco, retorno e
cruzamento. A complexidade deste processo é O(n + m).

Considere, novamente, um digrafo D e uma busca em profundidade de
raiz s, em D. Seja agora o caso em que s ndo € raiz de D. Utilizando-se o
Algoritmo 4.4, quando s, fosse retirado da pilha Q (ou seja, ao término do
algoritmo), a arvore definida pela busca nao conteria todos os vértices de D.
A arvore compreenderia exatamente o subconjunto de vértices alcancaveis
de s,em D. Para que cada vértice de D seja incluido na busca, torna-se
necessario definir uma nova raiz s, ndo alcancavel de s, e repetir o
processo. Observe que na busca de raiz s,toda aresta do tipo (v,w) em que w
seja alcancavel de s, correspondera a uma aresta de cruzamento da arvore de
raiz s,para a de raiz s, E assim por diante. Ao término de cada busca,
verifica-se se todos os vértices do digrafo foram incluidos no processo. Em
caso positivo, a busca completa é dada por encerrada. Caso contrario, uma
nova busca é efetuada. Cada uma dessas produz uma arvore de
profundidade. O conjunto das arvores obtidas ao longo do processo é



chamado floresta de profundidade. Observe que se T' e T"' sdo duas arvores
da floresta tais que existe aresta de cruzamento de um vértice v' de T' para
outro v'' de T', entdao T"' foi construida antes de T" pelo algoritmo.

Note que para efetuar uma busca em profundidade completa pode-se
utilizar o mesmo procedimento recursivo P(v) do Algoritmo 4.4. Basta
substituir a chamada P(s), da ultima linha desse algoritmo por:

para s € V efetuar

se s € nao marcado entao

P(s)

A Figura 4.8(b) apresenta uma busca completa realizada no digrafo da
Figura 4.8(a). A busca produziu uma floresta de profundidade composta por
trés arvores, com raizes a, h e n, respectivamente.
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Figura 4.8: Busca em profundidade completa em digrafos. Caso geral

4.6 Componentes Fortemente Conexas

Nesta secdo apresenta-se um algoritmo para a determinacdao das
componentes fortemente conexas de um digrafo, o qual ilustra uma
aplicacdo de busca em profundidade.

Lema 4.4



Seja D(V,E) um digrafo, T(V,E. ) uma floresta de profundidade de D e
S(V,E,) uma componente fortemente conexa de D. Entdo os vértices de V.
constituem uma subdrvore parcial de T.

Prova Seja r o primeiro vértice de V., a ser alcangado na busca
correspondente a T. Entdo os vertices de V_ se encontram em T na subdrvore
de raiz r. Para completar a prova, basta mostrar que sew € V, w#r,ev é
o pai de w em T entdo necessariamente v &€ V. Mas o fato é evidente, pois
as condig¢oes apresentadas implicam a existéncia de caminho em D, tanto

de r a v (usando a arvore) como de v a r (usando a aresta (v,w) seqguida do
caminho de w a r em D).

Pelo Lema 4.4, conclui-se que as componentes fortemente conexas de
D particionam a floresta de profundidade T" em subarvores disjuntas.
Portanto, se for possivel identificar as raizes dessas subarvores, as
componentes ficam automaticamente determinados. Essas raizes serdo
denominadas vértices fortes de D.

Seja D(V,E) em digrafo e T(V,E,) uma floresta de profundidade de D.
Define-se a fungdo low: V — {1,...,n}. do seguinte modo. Paracadav& V,
low(v) = PE(z), onde z é o vértice de menor profundidade de entrada
localizado na mesma componente fortemente conexa do que v, que pode ser
alcancado a partir de v, através de zero ou mais arestas de arvore seguidas
por, no maximo, uma aresta de retorno ou cruzamento.

Como exemplo, o digrafo e a busca da Figura 4.8 forneceriam os
seguintes valores para a fungdo low.

v abcdefghij k I mn o p q
PE(v) 12375468910 11 12 13 14 15 16 17

lowv) 1113533899 9 8 8 1415 14 14

A aplicacdo da funcdo low na determinacdo das componentes
fortemente conexas se da através do Lema 4.5.



Lema 4.5

Seja D(V,E) um digrafo. Um vértice v € V é forte se e somente se PE(v) =
low(v).

Prova Obviamente, low(v) < PE(v), para todo v € V . Além disso, a
igualdade deve existir para pelo menos um vértice de cada componente. Se
v é forte, pelo Lema 4.4 v possui a menor profundidade da entrada dentre
os vertices de seu componente. Logo, low(v) = PE(v). Reciprocamente, se
low(v) = PE(v) ndo pode haver caminho em D de um descendente de v para
algum seu ancestral. Logo, v é forte.

Observe que a utilizacdo da funcdo low, na determinacdo das
componentes fortemente conexas de um digrafo, aparentemente apresenta
uma circularidade. Para se obter as componentes € necessario previamente
identificar os vértices fortes. Para essa identificacdo, utiliza-se a funcao low.
Para computar essa funcao, seria necessario conhecer se dois dados vértices
pertencem ou ndo a Um mMesmo componente.

Na realidade, a circularidade apresentada é de fato apenas aparente. O
calculo da funcao low pode ser realizado simultaneamente a determinacao
das componentes fortemente conexas de D, através de uma busca em
profundidade. Ambos podem ser obtidos a partir da floresta de
profundidade T, de baixo para cima durante a busca. Quando um vértice é
alcancado pela primeira vez no processo, define-se low(v) := PE(v). Este
valor sera atualizado no decorrer da computacao, se necessario. Ao final da
exploracao de v, low(v) tera sido calculado corretamente. Neste momento,
se low(v) = PE(v) entdo v é forte. Nesse caso retiram-se de T todos os
descendentes de v, os quais induzem em D uma componente fortemente
conexa de raiz v. Caso contrario, se low(v) # PE(v) entdo a raiz r do
componente ao qual v pertence ¢ um ancestral proprio de v em T. Isto
significa que v permanecera em T até o final da exploragdo de r. Para efeito
de calculo de low(v), considere a visita a aresta (v,w) durante a exploracao
de v. Os casos seguintes podem ocorrer:

(i) (v,w) é aresta de arvore: Apos a exploracdao de w, sera
conhecido o valor low(w). Entao se low(w) < low(v), deve
ser feita a atribuicao low(v) := low(w).



(ii) (v,w) €é aresta de avango: As arestas de avanco nao
alteram as componentes fortemente conexas de um digrafo.
Podem, portanto, ser ignoradas.

(iii) (v,w) é aresta de retorno: Nesse caso v,w pertencem
necessariamente a mesma componente fortemente conexa.
Entdo, se PE(w) < low(v) efetua-se low(v) := PE(w).

(iv) (v,w) é aresta de cruzamento: Surge o problema de
determinar se v pertence ou ndao a componente fortemente
conexa F ao qual w faz parte. E imediato verificar que a
resposta a esta questdo sera afirmativa precisamente quando
o vértice forte z de F for um ancestral proprio de v em T.
Nesse caso, a exploracdo de z ainda nao foi completada, pois
a de v também ndo o foi. Consequentemente os vértices de F
ainda nao foram retirados de T. Portanto, v,w pertencem a
um mesmo componente se e somente se w se encontra em T
no momento da visita a aresta (v,w). Sendo essa condicao
satisfeita, se PE(w) < low(v), efetua-se low(v) := PE(w).

Essas observagoes conduzem ao Algoritmo 4.5.

Algoritmo 4.5: Componentes fortemente conexas de um digrafo
Dados: digrafo D(V,E)
Procedimento F(v)
marcar v
ji=j+1
PE(v) := low(v) :=j
para w € A(v) efetuar
se w ndo marcado entao
incluir (v,w) em T, sendo v pai de w
F(w)
low(v) := min{low(v),low(w)}
caso contrario
se w esta em T entao
low(v) := min{low(v),PE(w)}



se low(v) = PE(v) entdao
retirar v e seus descendentes de T
> (induzem uma componente fortemente conexa)
j:=0
desmarcar todos os vértices
definir uma arvore T, vazia

para s € V efetuar
se s nao marcado entao

F(s)

O algoritmo pode ser implementado sem dificuldade em tempo O(n +
m). Como exemplo, na busca da Figura 4.8(b) correspondente ao digrafo
4.8(a), o primeiro vértice a ser identificado como forte é e, cujo unico
descendente em T é ele mesmo. Apos a sua retirada de T, identifica-se a
como forte, o que produz a retirada de T dos vértices {a,b,c,d,f,g}. O
proximo vértice forte encontrado é i, correspondendo ao componente
{i,j,k}. Em seguida h é detetado como forte, sendo {h,,m} seus
descendentes a serem retirados de T. O vértice forte o da origem a uma
componente constituida apenas por o e o vértice n corresponde a
componente {n,p,q}. A Figura 4.9 ilustra a saida produzida.
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Figura 4.9: Componentes fortemente conexas do digrafo da Figura 4.8(a)

4.7 Busca em Largura



Na Secdo 4.2 foi definido o conceito geral de busca. O Algoritmo 4.1 teve
como finalidade efetuar uma busca geral em grafos nao direcionados. Um
critério especifico de escolha de vértice marcado (Secdo 4.3) deu origem a
busca em profundidade. Um outro critério, descrito na presente secao,
corresponde a busca em largura.

Uma busca € dita em largura quando o critério de escolha de vértice
marcado obedecer a:

“dentre todos os vértices marcados e incidentes a alguma aresta ainda
ndo explorada, escolher aquele menos recentemente alcancado na busca™.

Assim como a busca em profundidade pode ser implementada com o
auxilio de uma pilha, a busca em largura utiliza uma fila. De fato, pode-se
formular para esses dois casos algoritmos que sejam absolutamente
idénticos, a menos da estrutura auxiliar utilizada (pilha ou fila).

O algoritmo seguinte implementa essa busca.

A semelhanca da busca em profundidade, o critério de escolha de
arestas também ¢ arbitrario nesse caso. Também no Algoritmo 4.6 esse
critério é dado pela ordenacao de A(v).

As visitas a arestas sao realizadas nas linhas (I) e (II) apresentadas
anteriormente. Seja E o conjunto das arestas visitadas em (I).

Teorema 4.5
O grafo T(V,E,) é uma arvore geradora de G.

A prova é semelhante a do Teorema 4.1. A arvore T(V,E, ) recebe o
nome de arvore de largura de G. A arvore T sera considerada enraizada,
sendo sua raiz precisamente o vértice raiz da busca. Denomina-se nivel(v) o
nivel do vértice vem T.

Algoritmo 4.6: Busca em largura
Dados: grafo G(V,E), conexo
desmarcar todos os vértices
escolher uma raizs € V
definir uma fila Q, vazia
marcar s
inserir s em Q



enquanto Q # O efetuar
seja v o primeiro elemento de Q
para w € A(v) efetuar
se w é ndo marcado entao
visitar (v,w) . (I)
marcar w
inserir w em Q
caso contrario
se w € Q entao
visitar (v,w) . (II)
retirar v de Q

Teorema 4.6
Seja G(V,E) um grafo conexo, (v,w) € E e T(V,E,) uma drvore de largura de
G. Entdo nivel(v) e nivel(w) diferem, no maximo, de uma unidade.

Prova Seja v alcancado antes de w na busca em largura correspondente a
drvore T. Entdo nivel(v) < nivel(w). Agora se nivel(v) e nivel(w) diferem de
mais de uma unidade, entdo w € A(v) ndo foi alcancado quando a lista
A(v) foi examinada, o que é absurdo.

Observe que no Algoritmo 4.6, cada aresta (v,w) do grafo é examinada
exatamente duas vezes, uma para v & A(w) e outra para w € A(v). Como
consequéncia, tem-se que a complexidade da busca em largura também é
linear no tamanho do grafo.

Observa-se também que o Teorema 4.6 divide naturalmente o conjunto
de arestas de G em duas partes. Arestas (v,w) tais que |nivel(v) — nivel(w)| =
1 e arestas em que nivel(v) — nivel(w) = 0. Cada uma dessas partes pode ser
ainda particionada em duas outras. Seja a aresta (v,w) com nivel(v) <
nivel(w):

(i) (v,w) é aresta pai (ou aresta de darvore), quando v é pai de
wem T, ou seja (v,w) € E..



(ii) (v,w) € aresta tio quando nivel(w) = nivel(v) + 1 e (v,w)

ZE..

(iii) (v,w) € aresta irmdo quando v e w possuem 0 mesmo pai
em T.

(iv) (v,w) é aresta primo quando nivel(v) = nivel(w) e v,w
ndo possuem o mesmo pai em T.

A Figura 4.10(b) apresenta uma busca em largura realizada no grafo da
Figura 4.10(a).
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Figura 4.10: Tipos de arestas na busca em largura

A ordem em que os vértices sdo retirados da fila Q pode ser relevante
para algumas aplicacdes. Para cada v € V e para uma dada busca em
largura, define-se largura de (v) como sendo o nimero de ordem em que v
foi retirado da fila Q. Supondo que a ordenacao das listas de adjacéncia do
grafo da Figura 4.10(a) obedeca a ordem alfabética de seus rétulos, seriam

as seguintes larguras dos vértices desse grafo, relativas a busca da Figura
4.10(b).



vérticev abcde fgh i j k I m

largura(v) 12346578139 10 11 12

Finalmente, também nesse caso, para grafos desconexos aplica-se a
busca em largura separadamente para cada uma de suas componentes
conexas.

4.8 Busca em Largura Lexicografica

Até o momento, foram examinados dois critérios diferentes para a selecao
de vértice marcado em uma busca. Eles deram origem as buscas em
profundidade e em largura, respectivamente. Em ambos os casos, a escolha
de aresta incidente ao vértice marcado (isto é, da aresta a ser explorada) é
arbitraria. Como decorréncia, os algoritmos correspondentes sao em geral
sensiveis a ordenacdo dos vértices nas listas de adjacéncia. Nesta secao,
examina-se um critério para selecao de aresta incidente, em uma busca em
largura. O critério ndo é absoluto, no sentido de que ndo necessariamente
conduz a selecdo unica da aresta. Contudo, sua aplicacdo pode tornar a
busca menos dependente em relacdao a ordenagdo das listas de adjacéncias.

Considere uma busca em largura realizada em um grafo nao
direcionado conexo G(V,E). Cada vértice v € V , em algum instante do
processo, ¢ marcado e incluido numa fila Q, conforme descreve o
Algoritmo 4.6. Na ocasido em que v é excluido da fila, acontece a
exploracdo das arestas incidentes a v, cuja ordem de escolha é arbitraria (o
passo correspondente no Algoritmo 4.5 é o bloco para definido na linha *).
Os vértices w € A(v) marcados nado sao incluidos em Q. Por este motivo, a
ordem em que sdo alcancados (isto é, a ordem em que as arestas (v,w)
correspondentes sdo exploradas) nao influi no formato da arvore de largura
obtida na busca. Considere agora os vértices do conjunto A * (v) = {w €
A(v)|w é ndo marcado}. Cada w € A % (v) é incluido em Q.

A ordem relativa de sua inclusdao (e portanto de sua exclusdo) de Q
corresponde a ordem da exploragdo das arestas (v,w) respectivas. O objetivo
presente é descrever um critério para tentar distinguir, se possivel, entre
vértices de A%k (v) de modo a estabelecer uma ordem relativa de exploracao
dos mesmos. A ordem em que os vértices w & A(v) marcados sao



alcancados no processo sera considerada como irrelevante, para a presente
situagao.

Observe que a busca ndo se modifica se o problema da selecao de w &€
A% (v), para o vértice marcado v, for adiado até a exclusdao de w da fila Q.
Em outras palavras, ao invés de efetuar a selecdo para definir a ordem de
entrada em Q, a ideia consiste em colocar todos os vértices do subconjunto
A*(v) em uma mesma posicdao em Q. Posteriormente, por ocasido da
exclusdao da fila, dos vértices de A * (v), aplica-se o critério de selecao.
Considere entdo, w,w, € A * (v), no momento da exclusdao de Q. Diz-se
que w,é mais remoto do que w,quando existir algum vértice marcado z, com
(z,w)) € E mas (z,w,) € E, tal que todo vértice marcado z', com (z',w,) & E
mas (z',w,) € E, satisfaz largura (z) < largura (z'). Isto é, quando w, é mais
remoto do que w,, existe um vértice z adjacente a w, e ndo a w,, que foi
alcancado na busca antes de qualquer vértice z' adjacente a w,e ndo a w.,.
Observe que nesta definicdo, é irrelevante o efeito dos vértices
simultaneamente adjacentes a w, e w,. Quando dois vértices sdo tais que
cada um deles ndo é mais remoto do que o outro, diz-se que 0S mesmos sao
igualmente remotos. Como exemplo, considere a busca em largura
representada na Figura 4.11. As arestas de arvore da busca correspondem as
linhas retas do desenho e a numeracao indicada é a largura de cada vértice.
O subconjunto A%k(7) é {11,12,13}, pois o vértice 10 se encontrava
marcado quando 7 ocupava a posicao inicial da fila. Observe que 11 é mais
remoto do que 12 bem como 6 mais do que 5. Os vértices 11 e 13 sdo
igualmente remotos, assim como o sao 7 e 8.



Figura 4.11: Uma busca em largura

Diz-se que uma busca em largura em um grafo nao direcionado G(V,E)
é lexicogrdfica quando para todo v &€ Ve w,w, &€ A * (v), se w, é mais
remoto do que w,entao w, é explorado antes de w,na busca. Assim sendo, a
sequéncia em que os w € A * (v) sdo explorados corresponde a ordenacao
do mais para o menos remoto em A (v). A ordem relativa dos igualmente
remotos € arbitraria. Observe que essa ordem de exploracdo corresponde a
sequéncia em que os vértices sao retirados da fila utilizada na busca.

Uma busca em largura lexicografica pode ser reconhecida através da
arvore de largura correspondente e da posicdo das demais arestas. Como
exemplo, a busca em largura representada pela Figura 4.12(a) é
lexicografica, enquanto que a da (b) ndo o é (pois o vértice 6, explorado
obviamente apos 5, é mais remoto do que este na 4.12(b)). Uma arvore de
largura obtida através de uma busca lexicografica é denominada arvore de
largura lexicografica.

A seguinte definicdo é util para implementar este processo de busca.
Sejam S = X,,....x € S,= y ...,y duas sequéncias de inteiros. Diz-se que S, ¢é
lexicograficamente maior do que S,, denotando S, > S,, quando:

(i) Existe algum indice j, 1 < j < p,q, tal que x, > y, e para
todo k, 1 <k <j, x =y, Ou entdo:

(i) p>qeparatodok, 1 <k<qg,x=y.



Assim, por exemplo, 649 > 6489 e 3242 > 324. As sequéncias S.,,...,S
estdo em ordenagdo lexicogrdfica crescente (decrescente) quando S,< S = |
<j(§>S=1>j) Por exemplo, as palavras em um dicionario estdo
organizadas segundo uma ordenacdo lexicografica crescente, supondo A <
B < <Z.

Seja uma busca em largura em um grafo ndo direcionado G(V,E). A
ideia consiste em utilizar uma sequéncia de rétulos inteiros R(w) para cada
w € V, de modo a facilitar uma implementacao eficiente do processo. Seja
um processo de busca no qual w € V é adjacente aos vértices ja marcados,
Z,...,Z, em ordem crescente de suas larguras. Entao R(w) € a sequéncia dos
complementos das larguras dos z. O complemento de largura de um vértice
z é definido como n+1-largura(z), sendo n = |V |. Cada R(w), portanto, é
uma sequéncia decrescente de inteiros. Por exemplo, na Figura 4.11, o
vértice 3 é adjacente ao vértice 1, cujo complemento de largura é 13. Logo,
R(3) = {13}. Da mesma forma, conclui-se que R(11) = {7,6,5}, na mesma
figura.

Para implementar o processo de busca em largura lexicografica é
necessario desenvolver um critério simples que permita verificar,
eficientemente para cada vértice v, qual o mais remoto dentre os w € A *
(v). O lema seguinte responde a esta questao.

Lema 4.6

Seja uma busca em largura em um grafo ndo direcionado G(V,E). Seja v €
Vew,w,&€ A % (v). Entdo w,é mais remoto do que w,se e somente se R(w,)
> R(w,) lexicograficamente.

Prova Aplicar a definigdo.

Baseado no Lema 4.6, pode-se entao descrever o algoritmo
correspondente.

Observe que a fila Q bem como as visitas as arestas do grafo nao
foram explicitadas na descricao do algoritmo. Como exemplo, a Figura
4.13(b) representa uma busca em largura lexicografica, no grafo da Figura
4.13(a). A sequéncia de rotulos R(w) esta indicada para cada caso.



A rotulacdo R efetuada pelo Algoritmo 4.7 apresenta ainda a seguinte
propriedade. Para cada v € Ve w,w,& A % (v), se num certo instante do
processo de busca, R(w,) se torna lexicograficamente maior do que R(w,),
assim permanece até o final. Esta caracteristica de monotonicidade é
importante para justificar uma implementacdo simples do algoritmo em
complexidade O(n + m).
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Figura 4.12: Busca em largura lexicografica e ndo lexicografica

Algoritmo 4.7: Busca em largura lexicografica
Dados: grafo G(V,E) conexo
desmarcar todos os vértices
paravEV
definir R(v) := ©
paraj =n,n — 1,...,1 efetuar



escolher um vértice v ndo marcado com R(v) lexicograficamente
maximo
marcar v
para w € A(v) efetuar e w ndo marcado efetuar
incluir j a direita em R(w)
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Figura 4.13: Busca em largura lexicografica com rotulacdo de vértices

Finalmente, ressalte-se uma vez mais que nao é absoluto o critério de
selecdo de arestas (v,w) incidente ao vértice marcado v, definido pela busca
em largura lexicografica. Com efeito, para w € A * (v), o critério
corresponde a escolher o w que maximiza R(w). No caso de haver mais de
um maximo, a escolha é arbitraria.

4.9 Reconhecimento dos Grafos Cordais

Descreve-se nessa se¢ao uma aplicacdao de busca em largura lexicografica.

Seja G(V,E) um grafo nado direcionado e C um ciclo de G. Uma corda
de G é uma aresta ndo pertencente a C e que une dois vértices de C. No
grafo da Figura 4.14, a aresta (c,b) é uma corda do ciclo q, ¢, d, b, a. Um
grafo é denominado cordal (ou triangularizado) quando todo ciclo de
comprimento maior do que 3 possui uma corda. O grafo da Figura 4.13(a) é
cordal, enquanto que o da Figura 4.14 ndo o é (pois o ciclo ¢, d, f, e, c de
comprimento 4 ndao possui corda). Na presente secdo apresenta-se um
algoritmo para reconhecer grafos cordais.

Um vértice v € V é denominado simplicial se o subgrafo induzido por
A(v) for completo. Por exemplo, o vértice a do grafo da Figura 4.14 é
simplicial. Alias, a é o tunico vértice simplicial do exemplo. Seja agora um
subconjunto S € V, e dois vértices nao adjacentes v,w € V. O subconjunto
S é chamado v — w separador quando a remocao de G dos vértices em S
produz um grafo em que v,w figuram em componentes conexas distintas.



Ou seja, v,w pertencem a componentes conexas distintas de G — S. Se S nao
contiver subconjunto proprio que seja também um v — w separador, entao S
é denominado v — w separador minimal. No grafo da Figura 4.14, S = {c,d}
é um b — e separador minimal, por exemplo.

As proposicoes seguintes sdao de interesse para o algoritmo.

Lema 4.7

Seja G(V,E) um grafo cordal, |V| > 1ev &€ V. Entdo o grafo G — v também
é cordal.

A prova é imediata.

ae ob
Ce od
Ce of

Figura 4.14: Grafo ndo cordal

Figura 4.15: Prova do Teorema 4.7

Teorema 4.7

Seja G(V,E) um grafo ndo completo conexo. Entdo todo separador minimal
induz um subgrafo completo se e somente se G for cordal.

Prova Para a prova de necessidade, se G for aciclico o teorema vale
trivialmente. Suponha que G contém o ciclo v,t,w,z,,...,z,,v, com k > 1. Todo v
— w separador minimal deve conter os vértices t e z, para algum i, logo
(t,z) € E e o ciclo contém uma corda. Para a prova de suficiéncia, seja S
um v — w separador minimal e G, G_as componentes conexas de G — S



contendo v,w respectivamente (Figura 4.15). Cada s € S é adjacente a
vértices de G e G.. Sejam s ,s,vertices distintos de S, sendo s,P ,s,e s,P s,
os caminhos minimos entre s, e s, contendo apenas vértices de G e G, a
excegcdo dos extremos, respectivamente. Logo, o ciclo s,P,s,P ,s possui

comprimento > 4 e por hipotese deve conter uma corda. Porque S é
separador, ndo pode haver aresta entre vértices de P e P, . Porque P ,P_sdo

caminhos minimos, essa corda ndo pode ligar vértices de P, ou P , tanto
entre si ou a s,ou s,. Entdo a tnica possibilidade é (s,s,) € E. Logo S induz
um subgrafo completo.

Teorema 4.8

Seja G(V,E) um grafo cordal. Se G é completo. qualquer um de seus
vértices é simplicial. Se G ndo é completo, ele contém um par de vértices
simpliciais ndo adjacentes.

Prova Se G é completo a prova é imediata. Suponha que G contém dois
vértices v,w ndo adjacentes e seja o lema verdadeiro para grafos com
numero de vértices < |V |. Seja S um v—w separador minimal e G, G_as

componentes conexas de G—S que contém v,w respectivamente. Aplicando a
hipotese de indugdo, conclui-se que (i) G, + S é completo e todo vértice de

G, é simplicial em G, + S, ou (ii) G,+ S possui 2 vértices simpliciais ndo
adjacentes, com um deles pelo menos em G (pois pelo Teorema 4.7, S induz
um subgrafo completo). Em qualquer caso, G contém um vértice simplicial
em G + S, o qual necessariamente é simplicial em G. Por um raciocinio
analogo, conclui-se que G _contém um vértice, o qual é simplicial também
em G.

O Teorema 4.8 é a base para a construcdo de um algoritmo para
reconhecer grafos cordais. Dado o grafo G, inicialmente, localizar um
vértice simplicial v. Excluir v de G. Pelo Lema 4.7, se G for cordal, G — v
também o sera. Repetir o processo até que nao hajam mais vértices a serem
retirados, ou entdo G nao contenha vértice simplicial. Neste ultimo caso, G
nao € cordal.



A fim de que o processo anterior possa ser aplicado, restam ainda duas
tarefas importantes a serem realizadas:

(i) Provar que se o processo anterior esgotar todos o0s
vértices de G, entdo o grafo é necessariamente cordal.

(ii) Encontrar uma forma eficiente de localizar vértices
simpliciais.

Para a realizacdo das tarefas anteriores, o seguinte conceito ¢é
importante. Seja G(V,E) um grafo, « = v,v,...,v uma ordenacdo de seus
vértices. A sequéncia o é denominada esquema de eliminagdo perfeita, se
cada v for um vértice simplicial do subgrafo induzido por {v,v_,...,v }. Isto
é, para cada v, o subgrafo induzido por A(v)—-{v,v,,...,v_} é completo. Por
exemplo, a sequéncia « = a,c,b,d,e,f,g € um esquema de eliminacdo perfeita
para o grafo da Figura 4.13(a). Naturalmente, essa sequéncia nao é
necessariamente unica. Um outro esquema possivel para este mesmo grafo
é ¢,g,f,a,b,d,e. Por outro lado, o grafo da Figura 4.14 ndao admite esquema
de eliminacdo perfeita. Pois o seu primeiro vértice seria a, o segundo b, mas
ndo é possivel determinar o terceiro. A utilidade desse conceito para grafos
cordais provém do Teorema 4.9.

Teorema 4.9

Um grafo G(V,E) é cordal se e somente se G possuir um esquema de
eliminagdo perfeita.

Prova Se G é cordal, o algoritmo iterativo descrito produzira um esquema
de eliminacdo perfeita. Reciprocamente, suponha que G possui um esquema
de eliminacdo perfeita. Seja C um ciclo de G de comprimento > 3 e v o
vértice de C, mais a esquerda no esquema. Entdo A(v) contém pelo menos
dois vértices w,z ndo consecutivos em C (Figura 4.16). Logo, como v é
simplicial no subgrafo induzido por v e pelos vértices a direita de v no
esquema, existe a aresta (w,z) que € uma corda de C.
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Figura 4.16: Prova do Teorema 4.9

O Teorema 4.9 responde a questdo (i) anterior. Sabe-se agora que o
problema de reconhecer se um dado grafo é cordal é equivalente ao
problema de encontrar um esquema de eliminagdo perfeita do grafo. Mas
como encontrar tal esquema, de forma eficiente? Recorre-se, entdo, a busca
em largura lexicografica da secdao anterior. De fato, verificase que um
esquema de eliminacdo perfeita corresponde a uma ordenacdo decrescente
dos vértices v, segundo os numeros largura(v) definidos por uma busca em
largura lexicografica. Por exemplo, a busca da Figura 4.13(b) efetuada no
grafo cordal da 4.13(a) encontraria o esquema de eliminagdo perfeita
g.f,c.e,d,b,a. Observe que esta sequéncia pode ser obtida percorrendo-se a
arvore de largura de baixo para cima e da direita para a esquerda. O lema
seguinte atesta a correcdo do processo.

Lema 4.8
Seja G(V,E) um grafo cordal aplicado ao Algoritmo 4.7 de busca em
largura lexicogrdfica. Entdo a sequéncia S de vértices v ordenados
decrescentemente segundo largura(v) €é um esquema de eliminagdo
perfeita.

Prova Por defini¢do de largura(v), a sequéncia S corresponde a ordem
inversa em que os vértices de G sdo retirados da fila pelo Algoritmo 4.7.
Suponha que S ndo seja um esquema de eliminacdo perfeita. Entdo, existem
vértices v,v,v,€ V , tais que v,v,€ A(v), (v,v,) & E, e v,v,estdo a direita
de v.em S (Figura 4.17(a)). Entdo, pela defini¢do de busca em largura
lexicogrdfica existe necessariamente um vértice v,& V , a direita de v,em S,



tal que (v,v,) € E, mas (v,v,) €6 E (Figura 4.17(b)). Sem perda de
generalidade, seja v,o0 vértice mais a direita em S, nessas condigoes. Entdo,
(v,v,) & E, caso contrdrio G ndo seria cordal. Pela defini¢do de busca em
largura lexicogrdfica, existe um vértice v.€ V , a direita de v,em S, tal que
(v,v.) € E (Figura 4.17(c)). Sem perda de generalidade, seja v_o vértice
mais a direita em S, nessas condi¢bes. Por outro lado, (v,v.) €6 E, caso
contrdrio G ndo seria cordal. Novamente existe um vértice v,€ V , a direita
de v. € S, com (v,v) € E, e assim por diante. A situagdo se repetiria
indefinidamente. Mas V é finito, uma contradicao. Logo, necessariamente S
é um esquema de eliminacdo perfeita.

Um processo para reconhecer grafos cordais pode ser entao formulado.
Dado um grafo G, aplica-se o Algoritmo 4.7, o qual produz como saida uma
sequéncia S dos vértices v de G, ordenados decrescentemente segundo
largura(v). Se G é cordal, o Lema 4.8 afirma que S é um esquema de
eliminacdo perfeita. Caso contrario, G nao é cordal, o Teorema 4.9 permite
concluir que S nao é tal esquema. Observa-se nesse ponto que ha
necessidade de utilizar um algoritmo que seja capaz de reconhecer se uma
dada sequéncia S é ou ndo um esquema de eliminacao perfeita. Portanto, G
sera cordal precisamente quando S for reconhecido como esquema.

.V1 .V2 .V3 o .V1 .V2 .V3 .V4 —
(a) (b)
<

oV, eV, eV; eV, eViT eV, eV, eV; eV, eV; eV .-

() (d)

Figura 4.17: Prova do Lema 4.10

Esse reconhecimento pode ser realizado em tempo polinomial,
simplesmente aplicando a definicdo. Dados G(V,E) e a sequéncia S =
V,...,V,, para cada v deve ser verificado se os veértices v € A(v), com j > i,
induzem uma clique. Naturalmente, S é um esquema de eliminacdo perfeita
se e somente se essas verificacOes forem todas satisfeitas. A aplicacdo
direta desta estratégia conduz a um algoritmo de complexidade O(mn). O
seguinte processo alternativo é mais eficiente.



Considere a sequéncia S = v,,...,v, de vértices de G(V,E), ordenada
decrescentemente segundo valores de largura(v), obtida como saida de uma
busca em largura lexicografica. Para cada vértice v &€ V , define-se o
multiconjunto L(v), inicialmente vazio. A ideia consiste em percorrer S da
esquerda para a direita. Para cada j, 1 < j < n, define-se o subconjunto A'(v)
< A(v) contendo os vértices adjacentes e a direita de vem S. Se A'(v) # ©
entdo (i) determina-se o vértice v, € A'(v) mais proximo de v.em S, e (ii)
adicionam-se os vértices de A'(v) — {v,} a L(v,) (Figura 4.18). Ao final do
processo, determina-se L(v) — A(v), para todo j. Logo, S é um esquema de
eliminagdo perfeita se e somente se a igualdade L(v) — A(v) = © for
verdadeira para j = 1,...,n.

Como exemplo, a busca em largura lexicografica do grafo da Figura

4.13(a) forneceria a sequéncia g.f,c,e,d,b,a, com os seguintes valores para
L(v):

L(g)=© L(e) = d,b}
L(f) = {e} L(d)={b}

L(c)=© L(b)={a}
L(a)=O

Observe que L(v) — A(v) = © para todo vértice desse grafo, o que
confirma ser g,f,c,e,d,b,a um esquema de eliminacgdo perfeita.

Para verificar a corregdo do processo acima, observa-se que se L(v) -
A(v) # © , entdo necessariamente existem vértices v,v com p < j < g, tais
que (i) v,v, € A'(v)), sendo v, 0 vértice de A’(v)) mais proximo de v em S, e
(ii) (v,v) €6 E. O vértice v satisfaz v. &€ L(v)—A(v). Neste caso (Figura

P q q q j j
4.19(a)), v,ndo é simplicial.



L(vk)
Figura 4.18: Reconhecimento de esquemas de eliminacao perfeita

(b)
Figura 4.19: Correcao: esquemas de eliminacao perfeita

Logo, S ndo é um esquema de eliminacdo perfeita. Reciprocamente,
seja a suposigdo de que L(v) — A(v) = ©, paratodo j, 1 <j<neS ndo é um
esquema de eliminacdo perfeita. Seja v o vértice ndo simplicial mais a
direita de S, e denotemos por v & A'(v) o vértice de A’(v) mais proximo de
v em S. Entdo existe um vértice v. € A(v) tal que (v,v) & E (Figura
4.19(b)). Mas v. € L(v), e L(v) — A(v) = © implica v. € A(v), o que
contraria (v,v) & E.

Através da aplicacdo de técnicas de ordenacao, o algoritmo descrito
para reconhecimento de esquemas de eliminacdo perfeita pode ser

implementado em tempo O(n+m), o que garante a linearidade de todo o
processo de reconhecimento de grafos cordais.

O algoritmo para efetuar o reconhecimento é, desta forma, simples.
Seja G o grafo dado, o qual se deseja verificar se é ou ndo cordal. Executa-
se uma busca em largura lexicografica e obtém-se uma sequéncia S dos
vértices de G, ordenados decrescentemente em suas larguras. Aplica-se
entdo a S e G o algoritmo de reconhecimento de esquemas de eliminacao



perfeita. Foi visto que G é cordal se e somente se S for reconhecido como
um tal esquema.

4.10 Busca Irrestrita

As propriedades e aplicacoes desenvolvidas no presente capitulo, até este
ponto, referem-se a técnica de busca, tal qual foi conceituada na Secao 4.2.
Uma decorréncia dessa conceituacdo é que durante o processo cada aresta é
visitada apenas um numero constante de vezes (duas, por exemplo, na busca
em profundidade em grafos ndo direcionados). Utiliza-se entdo o termo
busca restrita para identificar um procedimento com esta caracteristica.

Em contrapartida, uma busca irrestrita em um grafo G é um processo
sistematico de se percorrer G de tal modo que cada aresta seja visitada um
nimero finito (qualquer) de vezes. Note que segundo a definicdo, a tnica
restricao ao processo € que ele deve terminar.

A ideia de busca em profundidade pode ser aplicada também para
busca irrestrita. Considere o Algoritmo 4.2, de busca (restrita) em
profundidade. Seja a seguinte alteracdo efetuada em sua estratégia: “durante
0 processo, um Vvértice v estara marcado se e somente se v pertencer a pilha
Q”. Isto é, cada vértice é marcado ao ser incluido em Q e desmarcado por
ocasido da sua exclusao de Q. Nesse caso, obviamente, um vértice pode ser
explorado diversas vezes durante a busca. De fato, suponha uma aplicacao
da busca com a alteracdo anteriormente incorporada. Em um certo instante,
seja a o veértice que se encontra no topo da pilha Q. Isto é, seja a
computacao P(a). Para b = w € A(a), a exploracdo da aresta (a,b) implicara
o inicio imediato de exploracao do vértice b (isto €, a chamada recursiva
P(b)) quando e somente quando o vértice b estiver fora da pilha Q. O
algoritmo seguinte descreve o método.

Algoritmo 4.8: Busca irrestrita em profundidade (utilizando pilha)
Dados: G(V,E) conexo
Procedimento P(v)
marcar v
colocar v na pilha Q
para w € A(v) efetuar
se w & Q entdo



visitar (v,w)
P(w)
retirar v de Q
desmarcar v

desmarcar todos os vértices
definir uma pilha Q escolher uma raiz s

P(s)

Em relacdo ao algoritmo acima, seria razoavel indagar se o mesmo
termina (ou caso contrario, apresenta ciclicidade). Para concluir que o
algoritmo termina de fato, observe que se um vértice v for colocado na pilha
Q por mais de uma vez, entao necessariamente a configuracao em Q, abaixo
de v, é diferente em cada caso. Como existe um numero finito de modos de
se arranjar essas configuracoes, o algoritmo necessariamente chega ao final.
Ressalte-se que esta propriedade depende fortemente do fato de que
qualquer vértice ndo pode ser reexplorado, enquanto permanecer na pilha.
A ocorréncia de chamada recursiva P(w), com w pertencendo a pilha Q,
pode ocasionar ciclicidade (Figura 4.20).

Vi
Vp
Vi Vi
Vi Vp
Vi1 = Vi1 =
Vk Vi
Vo Vo
V1 V4
pilha Q pilha Q

Figura 4.20: Ciclicidade

O lema seguinte explica o funcionamento da pilha Q e,
consequentemente, descreve o processo de busca irrestrita em



profundidade.

Lema 4.9

Seja G(V,E) um grafo ndo direcionado conexo, aplicado ao Algoritmo 4.8.
Seja v € V incluido na pilha i vezes, durante o processo. Denote por C a
configuragdo da pilha Q, abaixo de v, no momento em que o vértice v for
incluido em Q pela i-ésima vez. Entdo necessariamente:

(i) A configuragdo de Q, no momento em que v for excluido
pela i-ésima vez da pilha, é também igual a C.

(ii)i#j=C#C.

Uma busca irrestrita em profundidade, realizada num grafo G, constroi
uma arvore T, enraizada e rotulada, denominada arvore irrestrita de
profundidade, com as seguintes propriedades:

(i) O rétulo da raiz de T é o vértice raiz da busca.

(ii)) Cada chamada recursiva P(w), dentro do procedimento
P(v) incluido no Algoritmo 4.8, corresponde em T a uma
aresta (v',w'), sendo v' o pai de w', com rotulo (V') = v e
rotulo (w') = w.

de o€ de
be .
b* c Co od o® ob oC
.d de o€ oC Ce oC od ob ed
o€ de ed ecC eod ob
(a) (b)

Figura 4.21: Busca irrestrita em profundidade de raiz a

Observe que a arvore irrestrita de profundidade traduz o
funcionamento da pilha Q do Algoritmo 4.8. Por exemplo, a arvore da
Figura 4.21(b) é a arvore irrestrita de profundidade em uma busca de raiz a,
realizada no grafo da Figura 4.21(a), supondo-se que suas listas de
adjacéncias estejam em ordem alfabética.



Pelo lema seguinte, conclui-se que a arvore irrestrita de profundidade
de um grafo G independe da busca que a gerou, desde que considerada
como nao ordenada e de raiz fixa.

Lema 4.10

Uma drvore rotulada T, de raiz s, é arvore irrestrita de profundidade de
algum grafo G se e somente se cada caminho maximal em G com um
extremo em s corresponder univocamente a cada caminho em T, de uma
folha até a raiz.

Uma consequéncia do Lema 4.10 é que o Algoritmo 4.8, na realidade,
determina todos os caminhos maximais de G iniciados por s.

Ha aplicacOes em que ndo se necessita gerar todos os caminhos
maximais, mas apenas um certo numero deles. Pode-se entdo restringir
parcialmente a busca, de modo a admitir em determinadas condicGes
vértices marcados fora da pilha Q (o que, naturalmente, faz diminuir o
numero de exploracOes de vértices). Isto €, todo vértice v é marcado quando
é incluido na pilha Q. Ao ser excluido de Q, o vértice v pode ser
desmarcado ou ndo, dependendo de condicGes especificas a aplicacdo em
questdo. Assim sendo, se v € Q e v for alcancado na busca, entdao v ndo sera
explorado nessa ocasido. Se v & Q e for alcancado na busca, o vértice
podera ou nao ser explorado. Como exemplo, um problema que admite
algoritmos eficientes baseados nessa técnica é o de se enumerar todos os
ciclos simples de um grafo.

Analogamente ao Algoritmo 4.2, de busca em profundidade recursiva
em grafos nao direcionados, o Algoritmo 4.8 de busca irrestrita em
profundidade, admite uma versao puramente recursiva, sem a utilizacao
explicita da pilha Q. Esta versao é descrita no Algoritmo 4.9.

Algoritmo 4.9: Busca irrestrita em profundidade (recursivo)
Dados: G(V,E) conexo
Procedimento P(u,v)
marcar v
para w € A(v) efetuar
se w é ndao marcado entao



visitar aresta de arvore (v,w)
P(w,v)
caso contrario
se w Z u entao
visitar aresta de retorno (v,w)
desmarcar v
desmarcar todos os veértices
escolher uma raiz s

P(s,Q0)

4.11 Programas em Python

Esta secdo contém implementacdes dos algoritmos formulados neste
capitulo. As implementacOes seguem as descri¢cOes gerais apresentadas nos
Capitulos 1 e 2.

4.11.1 Algoritmo 4.2: Busca em Profundidade

O Programa 4.1 corresponde a implementacao do Algoritmo 4.2. Nesta
implementacdo, a marcagao de um vértice (Linhas 5 e 17) esta representada
por um vetor Marcado de valores l16gicos para acesso direto. Desta forma,
procedimentos que invocam a busca em profundidade podem também ter
acesso a tal marcagdo externamente para certos propositos. Como exemplo,
a busca em profundidade poderia ser utilizada para grafos gerais e o vetor
Marcado seria 1util para se verificar se o grafo é conexo (um grafo é conexo
se e somente se todos os vértices encontram-se marcados apos a busca). O
vetor EmQ é outro vetor de valores logicos para acesso direto que
representa se um dado vértice esta em Q. A condi¢do da Linha 12 justifica-
se da seguinte forma: como v encontra-se no topo da pilha Q, v,w nao serem
consecutivos em Q equivale a verificar se w ndo é o peniltimo elemento de
Q. O restante do algoritmo é traducdo direta para a linguagem.

Programa 4.1: Busca em profundidade (utilizando pilha)

1 #Algoritmo 4.2: Busca em profundidade (utilizando pilha)



2 #Dado: grafo conexo G 3

3 def BuscaProfundidade(G):

4 def P(v):

5 G.Marcado[v], G.EmQ[v] = True, True

6 Q.append(v)

7 for w in G.N(v):

8 if not G.Marcado[w]:

9 Visitar(v, w) #arestas visitadas (I)
10 P(w)

11 else:

12 if G.EmQ[w] and w '= Q[-2]:

13 Visitar(v, w) #arestas visitadas (II)
14 G.EmQ[v] = False

15 Q.pop()

16

17 G.Marcado, G.EmQ = [False]*(G.n+1), [False]*(G.n+1)
18 Q =[]

19 s =1

20 P(s)

4.11.2 Algoritmo 4.4: Busca em Profundidade em Digrafos

O Programa 4.2 corresponde a implementacao direta do Algoritmo 4.4. A
marcacao dos vértices € feita tal como no Algoritmo 4.2.



Programa 4.2: Busca em profundidade em digrafos

1 #Algoritmo 4.4: Busca em profundidade em digrafos
2 #Dado: digrafo D

3 def BuscaProfundidade(D):

4 def P(v):

5 D.Marcado[v] = True

6 Q.append(v)

7 for w in D.N(v, “+"):

8 Visitar(v, w)

9 if not D.Marcado[w]:
10 P(w)

11 Q.pop()

12

13 D.Marcado = [False]*(D.n+1)

14 Q =[]

15 s =1

16 P(s)

4.11.3 Algoritmo 4.5: Componentes Fortemente Conexas

O Programa 4.3 corresponde a implementacao direta do Algoritmo 4.5.
A marcacao dos vértices € feita tal como no Algoritmo 4.2.

Programa 4.3: Componentes fortemente conexas de um digrafo

1 #Algoritmo 4.5: Componentes fortemente conexas de um digrafo



10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

#Dado: digrafo D

def CompFortementeConexas(D):

def F(v):

global j

D.Marcado[v] = True

j=31+1

PE[v], low[v] = 3, ]

for w in D.N(v, Tipo="+"):

if not D.Marcado[w]:

T.AdicionarAresta(v,w)

F(w)

low[v] = min(low[v], low[w])

else:

if T.L[w] !'= None:

low[v] = min(low[v], PE[w])

if low[v] == PE[V]:

#retirar v e seus descendentes de T

global j

D.Marcado, PE, low = [False]*(D.n+1), [0]*(D.n+1),

[0]*(D.n+1)



23 T = GrafoListaAdj(orientado=False)

24 T.DefinirN(D.n)
25 for s in D.V():
26 if not D.Marcado[s]:
27 F(s)

4.11.4 Algoritmo 4.6: Busca em Largura

O Programa 4.4 corresponde a implementacdao direta do Algoritmo 4.6. A
marcacao dos vértices é feita tal como no Algoritmo 4.2.

Programa 4.4: Busca em largura

1 #Algoritmo 4.6: Busca em largura

2 #Dado: Grafo conexo G

3 def Buscalargura(G):

4 G.Marcado, G.EmQ = [False]*(G.n+1), [False]*(G.n+1)
5 s =1

6 Q = deque()

7 G.Marcado[s], G.EmQ[s] = True, True
8 Q.append(s)

9 while len(Q) > 0O:

10 v = Q[0]

11 for w in G.N(v):

12 if not G.Marcado[w]:



13 Visitar(v, w) #arestas visitadas (I)

14 G.Marcado[w],G.EmQ[w] = True, True

15 Q.append(w)

16 else:

17 if G.EmQ[w]:

18 Visitar(v, w) #arestas visitadas (II)
19 G.EmQ[v] = False

20 v = Q.popleft()

4.11.5 Algoritmo 4.7: Busca em Largura Lexicografica

A implementacao do Algoritmo 4.7 € diretamente traduzida para a
linguagem. Observe que a obtencao do rétulo lexicograficamente maximo é
delegada a funcao EncontrarMax. Note que, nesta fungdo, os elementos
sendo comparados em maxR<R[v] sdo listas e, em Python, uma lista é
menor do que outra justamente quando a primeira é lexicograficamente
menor que a ultima.

Programa 4.5: Busca em largura lexicografica

1 #Algoritmo 4.7: Busca em largura lexicografica
2 #Dado: Grafo conexo G

3 def BuscalarguralLexico(G):

4 G.Marcado = [False]*(G.n+1)

5 R = [None]*(G.n+1)

6 for v in range(1, G.n+1):

7 R[v] = [0]
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Q =[]

for j in range(G.n, 0, -1):

v = EncontrarMax(R)

G.Marcado[v], R[v] = True, []

Q.append(v)

for w in G.N(v):

if not G.Marcado[w]:

R[w] .append(j)

return Q

def EncontrarMax(R):

maxR = None

vmax = None

for v in range(1, len(R)):

(maxR, vmax) = (R[v], v) if (maxR==None or maxR<R[V])
else |
(maxR, vmax)

return vmax

4.11.6 Algoritmo 4.8: Busca Irrestrita

O Programa 4.6 corresponde a implementacao direta do Algoritmo 4.8.
A marcacao dos vértices é feita tal como no Algoritmo 4.2.

Programa 4.6: Busca irrestrita em profundidade (utilizando pilha)

#Algoritmo 4.8: Busca irrestrita em profundidade (utilizando pilha)



2 #Dado: Grafo conexo G

3 def BuscaIrrestrita(G):

4 def P(v):

5 G.Marcado[v] = True

6 Q.append(v)

7 for w in G.N(v):

8 if not G.Marcado[w]:
9 Visitar(G, v, w)
10 P(w)
11 Q.pop()
12 G.Marcado[v] = False
13
14 G.Marcado = [False]*(G.n+1)
15 Q =[]
16 s =1
17 P(s)

4.12 Exercicios

4.1 Efetuar uma busca geral, segundo o Algoritmo 4.1, no
grafo da Figura 4.2.



4.2 Qual o efeito da aplicacdo do Algoritmo 4.1 em um grafo
desconexo?

4.3 Formular uma descricao alternativa do Algoritmo 4.2, de
busca em profundidade, de modo a eliminar a pilha Q.

4.4 Seja G(V,E) um grafo e (v,w) € E. Formular um processo
para reconhecer se (v,w) é aresta de arvore ou retorno em
relacio a uma busca em profundidade, a partir das
profundidades de entrada e saida dos vértices de G.

4.5 Um grafo G é uma arvore se e somente se uma busca em
profundidade efetuada em G ndo produzir arestas de retorno.
Provar ou dar contra-exemplo.

4.6 Seja G(V,E) um grafo e A(V,E,) uma arvore geradora de
G. Elaborar um algoritmo para reconhecer se A € arvore
geradora de profundidade de G.

4.7 Provar que num processo completo do Algoritmo 4.2, de
busca em profundidade, cada aresta do grafo G é examinada
exatamente duas vezes.

4.8 Que ordenacao das listas de adjacéncias do grafo da
Figura 4.4(a) produz a busca da Figura 4.4(b)?

4.9 Seja B uma busca em profundidade efetuada num grafo
nao direcionado G(V,E). Em que condi¢oes vale: PE(v) <
PE(w) = PS(v) < PS(w), para todo (v,w) € V?



4.10 Seja G um grafo ndo direcionado e v uma articulacao de
G. O numero de componentes biconexas de G que contém v
é igual ao numero de filhos de v, em uma arvore de
profundidade de G. Provar ou dar contra-exemplo.

4.11 O numero de componentes biconexas de um grafo G é
igual ao numero de demarcadores, obtidos a partir de uma
busca em profundidade arbitraria. Provar ou dar contra-
exemplo.

4.12 Caracterizar os grafos para os quais todo filho de
articulacdo é demarcador.

4.13 Escrever um algoritmo para, explicitamente, determinar
as componentes biconexas de um grafo ndo direcionado
além dos pontos de articulagdo. A complexidade do
algoritmo deve ser linear no nimero de vértices e arestas de
G

Sugestao. Ver Secdo 4.4.

4.14 Modificar o algoritmo de biconectividade do exercicio
anterior de modo a encontrar todas as pontes do grafo.

4.15 Formular uma descricao do Algoritmo 4.4, de busca em
profundidade em digrafos, de modo a eliminar a pilha Q.

4.16 Seja D(V,E) um digrafo, (v,w) € E, e B uma busca em
profundidade no digrafo. Provar que se (v,w) é aresta de
avanco entdo PE(v) < PE(w) + 1. Vale a reciproca?

4.17 Estender o Algoritmo 4.4, que efetua uma busca em
profundidade em digrafos, para obter também uma particao



das arestas em arestas de arvore, avanco, cruzamento e
retorno, respectivamente, A complexidade deve ser mantida.

4.18 Descrever um algoritmo baseado em busca em
profundidade, para realizar uma ordenacao topologica de um
grafo direcionado aciclico D. A complexidade do algoritmo
deve ser linear no numero de vértices e arestas de D.

4.19 Descrever um algoritmo baseado em busca em
profundidade, para determinar o caminho de comprimento
maximo em um grafo direcionado aciclico D. A
complexidade do algoritmo deve ser linear no numero de
vértices e arestas de D.

4.20 Seja D um digrafo dado. Elaborar um algoritmo para
reconhecer se uma dada arvore direcionada enraizada T é
arvore de profundidade de D.

4.21 Um digrafo D é aciclico se e somente se existir uma
busca em profundidade em D sem arestas de retorno. Provar
ou dar contra-exemplo.

4.22 Caracterizar os digrafos D(V,E) com raiz s € V, para os
quais toda busca em profundidade com raiz s nao produz
arestas de cruzamento.

4.23 Seja D(V,E) um digrafo. Uma aresta (v,w) é implicita
por transitividade quando existir um caminho de v para w
em D que ndo contém (v,w). Entdo uma aresta (v,w) é
implicita por transitividade se e somente se (v,w) é aresta de
avanco em qualquer busca em profundidade em D. Provar ou
dar contra-exemplo.



4.24 Seja D um digrafo aciclico, em que cada lista de
adjacéncias encontra-se em uma ordenacdo topoldgica
reversa. Entdo toda busca em profundidade efetuada em D
ndo produz arestas de avanco. Provar ou dar contra-exemplo.

4.25 Seja D(V,E) um digrafo e (vyw) € E tal que (i) vw
pertencem a componentes fortemente conexas distintos de D
e (ii) PE(w) < PE(v) em uma busca em profundidade
efetuada em D. Entdo no Algoritmo 4.4, w & Q no momento
da visita a aresta (v,w). Provar ou dar contra-exemplo.

4.26 Seja a computacao da funcao low, conforme descrita na
Secao 4.6. Provar que a mesma esta correta.

4.27 Descrever outra formulacdo do Algoritmo 4.5,
empregando uma pilha em lugar de arvore T.

4.28 Um digrafo é estruturado em drvore quando for aciclico
e tal que sua reducdo transitiva seja uma arvore. Provar que
se D for estruturado em arvore existe uma busca em
profundidade em D que ndo produz arestas de cruzamento.

o

Figura 4.22: O subgrafo proibido

4.29 Provar que um digrafo D é estruturado em arvore se e
somente se seu fecho transitivo ndo contiver o digrafo da
Figura 4.22 como subgrafo induzido.



4.30 Seja uma busca em profundidade realizada num grafo
nao direcionado e conexo G. Seja D o digrafo obtido
orientando-se cada aresta (v,w) de G da menor para a maior
profundidade de entrada de seus vértices. Provar que D ¢
estruturado em arvore.

4.31 Descrever um algoritmo de complexidade linear para
reconhecer digrafos estruturados em arvore.

4.32 Descrever um algoritmo de complexidade linear para
determinar a reducao transitiva de um digrafo estruturado em
arvore.

4.33 Descrever um algoritmo para determinar o fecho
transitivo de um digrafo estruturado em arvore, tal que
possua complexidade linear no tamanho de sua saida.

4.34 Um digrafo série paralelo minimal (SPM) é definido
recursivamente por:

(i) um digrafo trivial (com um tunico vértice) é
SPM e

(ii) se D(V,E) e D(V,E) sdo digrafos SPM
disjuntos entdo também o sdo os digrafos (V,
UV,E UE)e (V,UV,E UE U(B,xA)), onde B, A,
sdo os conjuntos dos sumidouros de D, e fontes de
D,, respectivamente.

Dé exemplo de um digrafo que seja estruturado em arvore,
mas ndo SPM. Em seguida, exemplifique um outro que seja
SPM, mas ndo estruturado em arvore.



4.35 Um digrafo aciclico é série paralelo geral (SPG)
quando a sua reducao transitiva for SPM. Mostrar que todo
digrafo estruturado em arvore é SPG.

4.36 Elaborar um algoritmo para reconhecer se num dado
digrafo aciclico D, com raiz r, pode ser efetuada uma busca
em profundidade, com raiz r e que produza no maximo k
arestas de cruzamento, para um certo inteiro k (a que
corresponde o caso k = 07?).

4.37 Mostrar que as arestas de todo grafo nao direcionado G
podem ser orientadas de tal forma que o digrafo resultante
seja aciclico. Apresentar o algoritmo correspondente, de
complexidade linear.

4.38 E possivel orientar as arestas de um grafo nao
direcionado G, de modo a obter um digrafo aciclico e sem
arestas implicitas por transitividade? E se G ndo contiver
triangulos?

4.39 Mostrar que no Algoritmo 4.6 de busca em largura.
cada aresta do grafo é visitada exatamente duas vezes.

4.40 Elaborar um algoritmo para reconhecer se uma dada
arvore é ou ndo arvore de largura de um dado grafo.

4.41 Provar que um grafo G € bipartido se e somente se uma
busca em largura em G ndo produzir arestas primo nem
irmao.

4.42 Desenvolver um algoritmo para efetuar uma busca em
largura em digrafos. Quantos tipos de arestas diferentes



produz essa busca?

4.43 Utilizando busca em largura, descrever um algoritmo
para obter uma arvore geradora enraizada de um grafo G,
com altura minima. Qual a complexidade do processo?

4.44 Numa busca, a ordem de exploracdo dos vértices
corresponde a ordem em que os mesmos sdo incluidos em Q,
nos seguintes casos:

(i) a busca é de profundidade, e Q é a pilha
associada a busca. (ii) a busca é de largura, e Q é a
fila associada a busca.

Provar ou dar contra-exemplo.

4.45 E possivel definir a seguinte variacio para busca em
largura lexicografica. Ao invés de utilizar um critério de
escolha de arestas que selecione a aresta mais remota (como
a do Algoritmo 4.7), escolher sempre a aresta menos remota.
Provar ou dar contra-exemplo.

4.46 Definir o conceito de busca em profundidade
lexicografica, analogo ao da busca em largura lexicografica
(sugestdo: estabelecer condicOes para que um vértice v seja
mais remoto do que um vértice w, e definir um critério de
escolha de arestas baseado nessas condicOes e aplicavel a
busca em profundidade). Qual a complexidade desse
processo?

4.47 Caracterizar os grafos G(V,E) para os quais o nimero de
modos diferentes de efetuar busca em largura lexicografica
em G é polinomial em |V |.



4.48 Mostrar que a condi¢ao “escolher um vértice v marcado
com R(v) lexicograficamente maximo”, no Algoritmo 4.7 de
busca em largura lexicografica, satisfaz a escolha de v
através da utilizacdo de uma fila.

4.49 Modificar o Algoritmo 4.7 de busca em largura
lexicografica, de modo a obter explicitamente a arvore de
largura correspondente.

4.50 Determinar o grafo G tal que durante qualquer processo
de busca em largura lexicografica em G, a escolha de aresta
incidente é sempre Unica, a excecao dos filhos da raiz. O
grafo G deve satisfazer ainda as seguintes condicoes:

(i) A raiz da busca é um vértice fixo de grau 2.
(ii) O numero de arestas de G é maximo.
(iii) A arvore de largura possui altura 2.

Repetir o problema supondo que a arvore de largura possua
altura 3, ao invés de 2. Repetir novamente, com a condicao
de que o grau da raiz fixa seja igual a 3, ao invés de 2.

4.51 Numa busca em largura lexicografica, definir um
critério absoluto de escolha de aresta (v,w) incidente ao
vértice marcado v, quando w € A(v) — A * (v), isto é, w €
A(v) se encontra marcado. Estender esse critério para a busca
geral.

4.52 Reconhecer se uma arvore dada é ou nao arvore de
largura lexicografica de um grafo nao direcionado dado.

4.53 Formular uma implementacao detalhada do algoritmo
de reconhecimento de grafos cordais, descrito na Secao 4.9.



4.54 Um grafo é 4-cordal quando todo ciclo de comprimento
> 4 possui uma corda. Elaborar um algoritmo para
reconhecer grafos 4-cordais.

4.55 Seja T uma arvore irrestrita de profundidade de um
grafo G. Provar que os rotulos de T (vértices de G),
correspondentes a um caminho em T da raiz até uma folha,
sao todos diferentes entre si.

4.56 Descrever um algoritmo para busca irrestrita em
largura.

4.57 Seja B uma busca em profundidade, com raiz r, em um
grafo G e Q a pilha associada a busca. Entdao o tamanho
maximo que Q atinge durante o processo de busca é igual ao
maior caminho em G, com extremidade em r, nos seguintes
casos:

(i) B é uma busca restrita em profundidade.
(ii) B é uma busca irrestrita em profundidade.

Provar ou dar contra-exemplo.

4.58 Durante um processo de busca restrita efetuada num
grafo G, considere o conjunto S = {v }, tal que v é um vértice
marcado e incidente a (pelo menos) uma aresta ainda nao
explorada. Os vértices de S correspondem aos candidatos
para a proxima escolha de vértice marcado, na busca.
Suponha o seguinte critério de escolha para tal vértice:
“dentre todos os vértices marcados e incidentes a uma aresta
ainda nao explorada, escolher aquele que é o b|S|/2c mais
recentemente alcancado na busca”.

Elaborar um algoritmo para efetuar uma busca em um grafo
utilizando o critério acima. Aplicar o algoritmo ao grafo K,



com conjunto dos vértices {1,2,3,4,5,6} e cujas listas de
adjacéencia estdao ordenadas em ordem crescente de rotulos
dos respectivos veértices.

4.59 Provar o Lema 4.9.

4.60 O seguinte algoritmo se destina a enumerar 0s ciclos
simples de um digrafo.

Algoritmo: enumeracao de ciclos
Dados: digrafo D(V,E)
Procedimento C(v)
inserir vem Q
para w € A(v) efetuar
se w & Q entdo
C(w)
caso contrario
seja w,...,v a sequéencia de vértices em Q, de w para o
topo
listar ciclo w,...,v,w
retirar v de Q
definir pilha Q
escolhers € V
C(s)

O algoritmo acima apresenta incorrecoes. Pede-se corrigi-
las.

4.61 POSCOMP-2014

Considere as afirmativas a seguir, sobre grafos.
IA busca em profundidade em um grafo ndo
direcionado ira produzir arestasde arvore e de
cruzamento.



ITA busca em profundidade decompde um grafo
direcionado em suas compo-nentes fortemente
conexas.

[IIUm grafo direcionado é aciclico quando uma
busca em profundidade ndoproduzir arestas de
retorno.

IVUma ordenacao topolégica de um grafo é uma
ordenacao linear de seus vér-tices.

Assinale a alternativa correta.

a)Somente as afirmativas I e II sao corretas.
b)Somente as afirmativas I e IV sdo corretas.
c)Somente as afirmativas III e IV sdo corretas.
d)Somente as afirmativas I, II e III sdo corretas.
e)Somente as afirmativas II, III e IV sdo corretas.

4.62 UVA Online Judge 1220

Escreva um algoritmo para o seguinte problema:

Um empregado da empresa BCM vai dar uma festa e quer
convidar os colegas de trabalho. Ele ndo vai convidar
simultaneamente nenhum empregado e seu chefe imediato.
Dada a descricao hierarquica da empresa, determinar o
maximo de pessoas que serao convidadas. Indicar, também,
se a solucdo € unica.

4.63 UVA Online Judge 12160

Escreva um algoritmo para o seguinte problema:

O segredo de uma fechadura é um inteiro n de 4 digitos. A
fechadura tem m botdes, cada um com um inteiro associado.
Esses inteiros sao conhecidos. Existe um visor com um valor
inicial u. Cada vez que um dos m botdes é acionado o valor é
somado (em modulo 10000) ao visor e o resultado passa a
ser o valor corrente no visor. Determine se é possivel abrir o



cadeado e qual o nimero minimo de acionamentos do botao
para conseguir a abertura.

4.64 UVA Online Judge 610

Escreva um algoritmo para o seguinte problema:

O transito em uma cidade é modelado através de um grafo,
onde os vértices sdo as esquinas e as arestas, os trechos de
rua entre duas esquinas. Hoje em dia o transito é de mao
dupla em todos os trechos de rua e é possivel alcancar cada
esquina a partir de qualquer outra. Os Orgdos de transito
consideram que ha muitos acidentes causados pelas maos
duplas e o prefeito quer reorientar o transito tal que o maior
trecho de ruas fique com mao unica. Indicar uma possivel
solucdo para isso, imprimindo, para os trechos de rua que
podem ficar com mao tnica, o par (ij), com o transito fluindo
da esquina i para a esquina j. Para os trechos que devam
permanecer com mao dupla, imprima os pares (i,j) e (j,i).

4.65 UVA Online Judge 11504

Faca um programa para o seguinte problema:

Dominds sao divertidos. Criangas gostam de colocar em pé
as pecas em longas filas. Quando um domino cai, ele derruba
0 proximo e assim por diante. Entretanto, algumas vezes nao
se consegue derrubar todo o conjunto comecando apenas por
uma peca. Sua tarefa é determinar, dado o layout de um
conjunto de pegas, o numero minimo de dominés que devem
ser derrubados para, em série, derrubar-se todo o conjunto.

4.13 Notas Bibliograficas

As técnicas de busca, inclusive em profundidade, ja sdao conhecidas desde o
século XIX, pelo menos. Um algoritmo semelhante ao 4.2, de autoria de
Trémaux, foi comunicado por Lucas (1882). Pouco mais tarde foi publicado
o algoritmo de Tarry (1895). Veja artigo de Fraysseix, Ossona de Mendez e
Rosenstieh (2006), a respeito. Naquela ocasido, esses algoritmos eram



utilizados na solucdo de problemas de caminhamento em labirintos. Mais
recentemente, a técnica voltou a ser empregada na solucao de problemas
combinatérios, com o nome de “backtracking” (Golomb e Baumert (1965),
Floyd (1967), Knuth (1975)). Contudo, a utilizagdo extensiva da busca,
como técnica eficaz para resolver diversos problemas algoritmicos em
grafos, foi iniciada por Tarjan, no principio da década de 1970. Em Tarjan
(1972), o algoritmo de busca em profundidade é apresentado em detalhe,
sendo descritas suas propriedades basicas, correspondentes aos Teoremas
4.1 e 4.2. Nesse mesmo artigo sdo apresentadas as aplicacdoes de
determinacdao das componentes biconexas de um grafo (Secao 4.4) e das
componentes fortemente conexas de um digrafo (Secao 4.6). Veja também o
livro de Tarjan (1983). O Teorema 4.3 aparece em Szwarcfiter, Persiano e
Oliveira (1985). Varios textos descrevem algoritmos de busca em grafos. O
livio de Cormen, Leiserson, Rivest e Stein (2001) é bastante conhecido.
Dentre as indmeras aplicacoes de busca que se seguiram ao mencionado
artigo de Tarjan, as seguintes podem ser mencionadas: determinacdo das
componentes triconexas de um grafo (Hopcroft e Tarjan (1973)),
reconhecimento de grafos planares (Hopcroft e Tarjan (1974)), enumeragao
dos ciclos simples de um digrafo (Tarjan (1973), Johnson (1975), entre
outros). Um trabalho sobre aplicacdes de busca, em lingua portuguesa, é
Méxas (1982). Read e Tarjan (1975) apresentaram algoritmos para
enumerar as arvores geradoras de um grafo e os ciclos simples de um
digrafo. A determinacdo de dominadores em um digrafo pode ser
encontrada em Tarjan (1974) e o reconhecimento de digrafos redutiveis em
Tarjan (1974a). Uma outra referéncia relevante desta série é Hopcroft e
Tarjan (1973a), a qual contém implementacOes detalhadas de alguns
algoritmos de busca em profundidade. A lista de aplicacdes €é bastante
vasta, incluindo-se diversos algoritmos elaborados também recentemente.
Busca em largura lexicografica foi descrita em Rose, Tarjan e Lueker
(1976) e Sethi (1975). A busca em largura lexicografica mostrou-se uma
poderosa técnica para a utilizacdo em reconhecimento de classes de grafos e
outras aplicacoes para resolver problemas algoritmicos em grafos. Neste
sentido, mencionamos os artigos de Figueiredo, Meidanes e Mello (1995) e
o de Habib, McConnell, Paul e Viennot (2000), entre outros. Um tutorial
abrangente sobre o assunto foi escrito por Corneil (2004). A ideia da
implementacdo do algoritmo de reconhecimento de grafos cordais encontra-
se em Lueker (1974) e Rose e Tarjan (1975). Os Teoremas 4.7 e 4.8 sdo de



Dirac (1961) e 4.9 de Fulkerson e Gross (1965). Varias provas apresentadas
na Secdo 4.9 foram elaboradas a partir de Golumbic (1980). Os digrafos
estruturados em arvore, Exercicios 4.28 e 4.35. podem ser encontrados em
Szwarcfiter (1980). Os digrafos série paralelo, Exercicios 4.34 e 4.35,
foram estudados inicialmente por Valdes (1978) e Valdes, Tarjan e Lawler
(1979).



CAPITULO 5

OUTRAS TECNICAS

5.1 Introducao

O Capitulo 5 prossegue com a apresentacdo de técnicas gerais aplicaveis a
algoritmos em grafos. No Capitulo 3 foram introduzidas as técnicas basicas,
enquanto que no seguinte foi realizado um estudo de busca. Agora, sdo
apresentadas trés técnicas adicionais, a saber: algoritmo guloso,
programac¢do dindmica e condensacdo. Como exemplos de aplicacao
dessas técnicas, respectivamente, sdao apresentados algoritmos para obter
uma arvore geradora de peso minimo de um grafo, particionar uma arvore
de maneira 6tima e determinar o nimero cromatico de um grafo.

Na realidade, as técnicas de algoritmo guloso e programacao dinamica
sao provenientes da area de otimizacdo combinatoria, a qual possui varias
partes em comum com algoritmos em grafos. Essa intersecdo compreende,
normalmente, problemas envolvendo grafos com valores numeéricos (tais
como pesos em arestas, vértices etc.). Em geral, o objetivo de um tal
problema consiste em obter uma configuracdo desejada (por exemplo,
algum caminho, uma particdo de vértices etc.) de modo a otimizar um
critério dado.

5.2 Algoritmo Guloso

A técnica do algoritmo guloso possui como caracteristica importante a
simplicidade. Isto é, uma solucao de um problema, obtida através de sua
aplicacdo, é quase sempre de natureza simples.

Considere o seguinte problema geral. Seja dado um conjunto S.
Deseja-se determinar um subconjunto S' € S tal que:

(i) S’ satisfaz uma dada propriedade P, e

(ii) S' é maximo (ou minimo) em relacdo a algum critério
dado a.



Ou seja, S' ¢ o maior (ou menor) subconjunto de S, segundo a, que
satisfaz P. O algoritmo guloso para resolver este problema consiste num
processo iterativo em que S é construido, adicionando-se ao mesmo

/
elementos de S, um a um. Seja S 1—1 o subconjunto assim construido apés
a iteracdo i — 1. Na iteracdo i determina-se o elemento s € S — S’ tal que:

(1) ng—l U {S}satisfaz P,e
Si1

/
segundo o, do que S 1—1 U {T} que satisfaz P, para todo r
€SS-S

(ii) s é tal que U {S }é maior (menor) ou igual,

J'Ou seja, a cada passo i, determina-se o elemento s € S que adicionado
a S 1— Imaximiza «, (minimiza «) e além disso satisfaz P.

Observe que a denominacao algoritmo guloso provém do fato de que a
cada passo procura-se incorporar ao subconjunto até entdo construido a
melhor porcdo possivel, compativel com a propriedade P. Obviamente, ha
ocasiOes em que a aplicacdao dessa estratégia nao conduz ao resultado exato
do problema. Ou seja, o processo garante que o subconjunto S’ obtido
satisfaz P, visto que este fato é verificado passo a passo, no algoritmo.
Contudo, ha aplicacbes em que ndo se pode garantir a maximalidade
(minimalidade) de 9, obtido segundo o processo apresentado. Assim sendo,
para a aplicacdo desse método, é necessaria uma prova de que o
subconjunto obtido seria de fato maximo (minimo). A existéncia ou nao
dessa prova, naturalmente, depende do problema especifico em
consideracdao. Na Secdo 5.3, examina-se um problema que pode ser
resolvido por essa técnica.

Finalmente, observa-se que uma caracteristica fundamental do guloso
€ que o subconjunto S', iterativamente construido, jamais € alterado durante
o processo. Exceto, obviamente, por novas adicoes. Ou seja, ndo se retiram
elementos de S’ durante a sua construcdo. Este fato é importante para a
finalidade de determinar as complexidades dos algoritmos.



5.3 Arvore Geradora Minima

Seja G(V,E) um grafo conexo, em que cada aresta e = (v,w) possui um peso
d(e). Denomina-se peso de uma arvore geradora T(V,E. ) de G a soma dos
pesos das arestas de G que formam T, ou seja o peso de T é ) &€ T d(e). O
problema que se examina na presente secao € o de obter a arvore geradora
de peso minimo, para um dado grafo. A solucdo consiste em uma aplicacao
do algoritmo guloso.

Inicialmente, reformula-se o enunciado do problema nos termos da
secdo anterior. Isto é, deseja-se obter um subconjunto E S E, tal que:

(i) (VE,) seja uma arvore, e
(i) Y., €T d(v,w) seja minimo.

Ou seja, a propriedade P mencionada na descricao geral do algoritmo
(secdo anterior) corresponde a escolher E_de tal modo que (V,E,) seja uma
arvore geradora. O critério de otimizacdo corresponde a minimizar a soma
dos pesos das arestas de E .

O guloso correspondente é o seguinte. Definir, inicialmente, E = ©. A
cada passo, escolher uma aresta (v,w) ainda nao considerada tal que (i) a
incorporacado de (v,w) ao conjunto de arestas E_até entdao obtido ndo produz
ciclos e (ii) o peso total de E_ U {(v,w)} é minimo, dentre todas as escolhas
de arestas que satisfazem (i). Apds essa verificacdo, simplesmente
incorporar (v,w) a E_e repetir o processo, até que todas as arestas tenham
sido consideradas.

A aresta (v,w) que minimiza o peso de E_U {(v,w)} é evidentemente a
aresta de menor peso ainda nao considerada. Este fato simplifica a operacao
correspondente a (ii). Assim sendo, o algoritmo pode ser descrito, de forma
simples, pela seguinte sentenca:

“incluir em E,
todas as arestas de E
em ordem ndo decrescente de peso
rejeitando



cada uma que formar ciclo
com aquelas ja incluidas”.

Observe que o algoritmo acima pode ser interpretado como sendo a
construcao de uma arvore geradora, a partir de uma floresta. O estado
inicial corresponde ao de uma floresta formada por n arvores triviais (um so6
vértice, cada), o que significa E. = ©. Cada inclusdao de aresta (v,w) ao
conjunto E_¢é interpretada como a fusdo das duas arvores da floresta que
contém v e w, respectivamente, em uma unica. Uma aresta (v,w) € rejeitada
precisamente quando v,w pertencerem a uma mesma arvore. O processo se
encerra quando todas as arvores da floresta tiverem sido fundidas em uma
sO, através da escolha de n — 1 arestas.

As figuras seguintes ilustram o caso. Seja determinar a arvore geradora
de menor peso do grafo da Figura 5.1. Os passos do algoritmo estdo
indicados na Figura 5.2. A operacdo inicial consiste em definir uma floresta
com 6 arvores triviais, com roétulos {a,b,c,d,e,f}, respectivamente. Em
seguida, as arestas sdo consideradas em ordem ndo decrescente de pesos. A
aresta (b,c) de peso 1 é selecionada em primeiro lugar. Em seguida as
arestas (d,f) e (a,c), de peso 2, numa ordem arbitraria. A aresta (a,b) de peso
4 é rejeitada em sequéncia, pois produziria o ciclo a, b, ¢, a. A aresta (b,e)
de peso 4 é entdo selecionada, sendo (c,e), em seguida, rejeitada.
Finalmente, (c,f) é escolhida, completando a fusdo da floresta numa so
arvore. Observe que a aresta (a,d) poderia ter sido escolhida ao invés de
(c,f), pois ambas possuem o mesmo peso. Nesse caso seria obtida uma outra
solucdo, diferente, para o problema.

Os lemas seguintes atestam a correcdao do método. O Lema 5.1
assegura que a estrutura obtida pelo algoritmo é de fato uma arvore
geradora de G, enquanto o 5.2 comprova que a mesma possui peso minimo.

Lema 5.1
Seja G(V,E) um grafo conexo. Seja T(V,E. ) o subgrafo obtido pela
aplicagdo do algoritmo guloso acima. Entdo T é uma arvore geradora de G.

Prova E imediato que T é um subgrafo gerador aciclico. Resta mostrar que
T é conexo. Suponha o contrario e sejam T, T, duas drvores distintas da



floresta T. Entdo a primeira aresta (v,w) da sequéncia ordenada de arestas
tal que v esta em T,e w em T,, quando adicionada a T ndo pode produzir
ciclo. Consequentemente (v,w) ndo pode ser rejeitada pelo algoritmo
guloso, o que leva a conclusdo de que G é desconexo, uma contradicao.

b 4 e
[ ] ]
4 1
5
c
de 2 ° 7
9
6 7 6
2
[ 2
d f

Figura 5.1: Um grafo com pesos nas arestas
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Figura 5.2: Algoritmo de arvore geradora minima
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Figura 5.3: Prova do Lema 5.2

Lema 5.2
Seja G(V,E) um grafo conexo e T(V,E ) a drvore geradora obtida pela
aplicagdo do algoritmo guloso acima. Entdo T possui peso minimo.

Prova Sejam e,...,e_ as arestas de T, na ordem em que foram consideradas
pelo algoritmo, isto é, d(e,) < -- < d(e, ). Suponha, por contradi¢do, que T
ndo seja minima. Dentre todas as drvores geradoras minimas, seja T
(VE,0) aquela que contém as arestas e,...,e, para o maior j possivel.
Obviamente j < n — 1. Adicione a aresta e,, € E, a arvore T'. O ciclo que
entdo se forma necessariamente contém uma aresta x # e, 1 <i <j + 1,
caso contrario ndo seria um ciclo. Sabe-se que d(e,,,) < d(x), caso contrario
a aresta x teria sido selecionada pelo algoritmo guloso, no lugar de e . Se
d(e,,) < d(x) entdo a darvore geradora T*(V[EO — {x}] U {e }) possui
peso menor do que T', uma contradi¢do (Figura 5.3). Se d(e, ) = d(x), entdo
a drvore T* também € minima e contém as arestas e,e,....e,e, 0 que

j+1

contradiz a hipotese de que j era o menor possivel. Logo, T deve ser
minima.

Observe que se o grafo G ndo for conexo, a aplicagao do algoritmo
guloso produziria uma floresta geradora de peso minimo. Note também que
através de um procedimento analogo poderia ser obtida a arvore geradora
de peso maximo. Essas observacoes conduzem ao Algoritmo 5.1.

Algoritmo 5.1: Arvore geradora minima
Dados: G(V,E) conexo, V = {1,...,n}
definir conjuntos S:={v},1<j<neE =0
seja e,...,e_as arestas de G, ordenadas segundo pesos nao decrescentes.
paraj := 1,...,m efetuar
seja v,w o par de vértices extremos de e,
se v, w pertencem respectivamente a conjuntos S, S _disjuntos entao
S:=SUS,
eliminar S,



E:=EU {e}

Observe que na descricdo acima as arvores que compoem a floresta (a
ser fundida na arvore geradora solucdo) sao identificadas pelos conjuntos de
vértices que as compoem, respectivamente. A adicdo de uma aresta a
solucao corresponde a uma unido dos conjuntos que contém 0S Veértices
extremidades dessa aresta. Ao final do processo, o conjunto E_contém a
solucao do problema.

Para ordenar as arestas de G, é necessario O(mlogn) tempo. A
determinagdo dos conjuntos S, S aos quais pertencem respectivamente os
vértices v, w, bem como as operacoes de unido (disjunta) podem ser
efetuadas em O(logn) para cada aresta considerada. O algoritmo portanto
tem complexidade O(mlogn).

5.4 Programacao Dinamica

Seja P um problema dado. As vezes, é possivel decompor P em um certo
numero de subproblemas P’ de natureza igual ou semelhante a P, de tal
modo que, resolvendo cada um desses subproblemas, obtém-se uma solucao
para P. Naturalmente, cada um dos subproblemas P’ deve ser de tamanho
menor do que P. Frequentemente, esses subproblemas ndo sdo
necessariamente diferentes. Isto é, a solucdo de P pode depender de m,
problemas #i.m: problemas 7, e assim por diante. Para obter uma solucao
para P, nesse caso, seria obviamente mais interessante resolver uma unica
vez, ao invés de m vezes cada um desses subproblemas P'. Para tanto, uma
ideia seria resolver o subproblema P/, na primeira vez que esse fosse
considerado, armazenando-se o resultado em uma tabela. Assim sendo, em
todas as ocasiOes subsequentes em que fosse necessario resolver novamente
P!, bastaria uma consulta a tabela em questdo, para obter o resultado
desejado. Essa técnica, essencialmente, constitui o que se denomina
programagdo dindmica.

A ideia da programacao dinamica pode ser sintetizada pela observacao
de que ela constitui um processo de recursao, no qual dois procedimentos
recursivos idénticos sdo computados uma tnica vez.



Para que P possa ser resolvido através desta técnica é necessario que a
decomposicao de P nos subproblemas P’ seja de natureza relativamente
simples. Usualmente, P e P' estdao relacionados através de formulas de
recorréncia. Um outro aspecto é a definicdo da tabela de armazenamento
dos resultados dos subproblemas P’'. Obviamente, essa tabela deve ser
definida, de modo a tornar simples o acesso aos seus resultados.

n 0123456 7 8 9

F(n) 01123581321 34

Figura 5.4: Sequéncia de Fibonacci, paran <9

Mencione-se também que, frequentemente, o problema P e os
subproblemas P’ ndo sdo de natureza exatamente igual. Pode acontecer que
P’ seja mais geral do que P. Mesmo assim, devido ao tamanho mais
reduzido de P, a técnica pode produzir algoritmos eficientes.

Um exemplo simples de programacdo dinamica é o de determinar uma
sequéncia de Fibonacci. Esta consiste em uma sequéncia de inteiros, cujos
primeiros dois elementos sdao O e 1, respectivamente. Subsequentemente,
cada inteiro da sequéncia é definido como a soma dos dois imediatamente
anteriores. Denotando por F(0) o primeiro elemento da sequéncia, por F(1)
o seu segundo elemento a assim por diante, o seguinte seria um processo
natural para sua determinacao.

sen<1entdo F(n):=n
caso contrdrio F(n) := F(n—1) + F(n — 2)

Assim, o problema de se determinar F(n) foi decomposto nos
subproblemas de determinar F(n—1) e F(n—2), respectivamente. Para
calcular F(n-1), com n-1 > 1, necessita-se dos resultados dos
subproblemas F(n — 2) e F(n — 3). A ideia entdo é calcular cada um destes,
exatamente uma vez, armazenando o resultado em uma tabela. Esta seria
consultada cada vez que o mesmo subproblema fosse reconsiderado. Nesse
caso, a tabela pode ser constituida simplesmente de um vetor de tamanho n
+ 1, sendo F(n) o elemento da sequéncia que se deseja calcular. A Figura
5.4 ilustra o método para n = 10. Observa-se que cada elemento da



sequéncia é calculado em tempo constante, iniciando-se a computacdo de n
= 0 e prosseguindo em ordem crescente. L.ogo, a complexidade do processo
é O(n).

Na proxima secdo sera apresentada uma aplicacdao mais elaborada
dessa técnica.

5.5 Particionamento de Arvores

Nesta secdo examina-se um algoritmo de programacdo dinamica para o
problema de particionamento de drvores.

Seja T(V,E) uma arvore em que a cada aresta e & E existe um peso
d(e) associado. Os pesos podem ser nimeros reais nao negativos. Seja dado
também um inteiro positivo k. O problema consiste em particionar T em
subarvores (disjuntas) S(V,E), S(V,E), ..., S(V,E), de tal modo que (i)
cada subarvore possua no maximo k vértices e (ii) o somatorio dos pesos
das arestas que conectam subarvores diferentes seja minimo. Isto é, para i =
1,...,t

@ [VI<k e
(ii) 3., UE, ‘(e) minimo

Observe que o particionamento de T em subarvores é perfeitamente
determinado por um particionamento {V,,...,V} de seus vértices, *'V=Ve V
n V=, parai# j. Além disso, vale também ser relembrado que cada S, é
uma subarvore, portanto conexa. O conjunto das subarvores que
particionam T sera chamado, simplesmente, particdo. Cada subarvore da
particdo é uma parte (de tamanho < k). Uma aresta que conecta subarvores
diferentes da particdo, isto é, uma arestae € E —°E, 1 <i < t, é denominada
aresta de corte. A soma dos pesos das arestas de corte de uma particao é o
custo da parti¢do. Nesses termos, o problema consiste em determinar uma
particao de T de custo minimo, em que cada parte possui até k vértices. Esta
particdo sera denominada Otima.

Seja T uma arvore e P = {S(V,E),S(V,E),....S(V,E)} uma particao
de T. O peso da parte S de P é o somatdrio dos pesos das arestas que
formam S. Ou seja, } € j d(e). O peso da parti¢gdo P é o somatorio dos



pesos das partes de P, isto €, *1<j<t Y'e€F d(e). Observe que em relagdo a
particdo P, uma dada aresta ou pertence a alguma parte de P ou, caso
contrario, € uma aresta de corte. Portanto, a particdao P induz também um
particionamento das arestas de T nas seguintes duas classes disjuntas: (a)
arestas que pertencem a alguma subarvore de P, e (b) arestas de corte.

Naturalmente, o somatorio dos pesos de todas as arestas de (a) e (b),
ou seja, das arestas de T, € um dado constante. Logo, minimizar o custo da
particdo (pesos de (b)) é equivalente a maximizar o peso da particao (pesos
de (a)). Este fato sera utilizado pelo algoritmo a ser descrito. O presente
problema também pode ser enunciado como: determinar uma particao de T
de peso maximo, em que cada parte possui até k vértices.

A Figura 5.5 ilustra uma arvore T, com pesos indicados nas arestas, na
qual foi realizado um particionamento em subarvores, com k = 3. Este
corresponde ao seguinte particionamento de vértices:

{(a)’(d)’(b’c’e)’(f’g’h)’(k’j’l)’(l)’(m)}

As arestas de corte da particdo indicada sao (a,b), (d,c), (b,f), (f,j), (g,i)
e (j,m). A soma dos pesos de todas as arestas € 50. O peso dessa particao é
0+0)+R2+3)+(7+2)+(3+6)+(0)+(0)=23.Seucustoé 1+ 10 +
8+5+2+1=27. A particao do exemplo nao é 6tima. A Figura 5.6 ilustra
uma outra particao da mesma arvore T, com custo 13. Pode ser verificado
que esta ultima é de fato 6tima.

Seja agora dada a arvore T(V,E), onde cada aresta e = (v,w) possui um
peso d(v,w). Descreve-se a seguir um algoritmo para determinar uma
particdo de T, de peso maximo (ou seja, custo minimo), onde cada parte
possui até k vértices, sendo k um ndmero inteiro dado.

O algoritmo utiliza técnicas de programacao dinamica. A arvore T sera
considerada como enraizada, sendo sua raiz um vértice arbitrario de T. O
problema sera dividido em n = |V | subproblemas, um para cada vértice.

Para cada v € V o subproblema de v consiste em determinar, para
cada j, 1 <j <k, a particdo otima P(v,j) da subarvore de raiz v e tal que a
parte dessa particdo que contém v possui exatamente j vértices. Observe
que cada subproblema é de natureza mais geral do que o problema original.
Ou seja, para cada vértice v considera-se a subarvore T, de raiz v, para a
qual sdo definidos k subproblemas. Em cada um desses, o objetivo é
encontrar a particao de peso maximo, na qual a subarvore que contém a raiz
v possui exatamente j vértices, 1 <j <k.
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Figura 5.6: Um particionamento 6timo

Seja p(v,j) o peso da particao P(v,j). Nestes termos, os subproblemas de
v consistem em determinar os valores de p(v,j) para 1 < j < k. Observe que
se T possui menos do que j vértices entdao P(v,j) nao é definida. Nesse caso,
por convencao, p(v,j) = —oo.

O progresso da computacdao é das folhas para a raiz. Isto €,
inicialmente sdao considerados os subproblemas relativos as folhas. Estes
sdo triviais. Se u é uma folha de T, entao P(u,1) = {(u)} e P(u,j) ndo é
definida para j > 1. Consequentemente, p(u,1) = 0 e p(u,j) = —o, j > 1. No



caso geral, um subproblema relativo a um vértice v somente pode ser
considerado apo6s terem sido resolvidos todos os subproblemas relativos aos
filhos de v. O processo se desenvolve até que a raiz seja atingida, isto é, até
que todos os subproblemas sejam resolvidos para todos os vértices. Observe
que a solucao do problema de particionamento de T decorre diretamente das
solucdes dos subproblemas da raiz r de T. Isto é, o peso da particdo Gtima
de T é igual ao valor maximo dos pesos p(r,j), para 1 <j < k.

Considere agora resolver os subproblemas para a subarvore T de raiz v.
Sejam w,,...,w, os filhos de v em T, numa ordem arbitraria. Supéem-se ja
resolvidos os subproblemas, para cada filho w de v. Seja calcular o valor
p(v,j). De um modo geral, a particao 6tima P(v,j) pode apresentar duas
situacOes diferentes, em relacdo a cada filho w de v:

(i) v e w pertencem a partes diferentes, ou
(ii) v e w pertencem a mesma parte.

No primeiro caso, a aresta (v,w) € necessariamente aresta de corte,
logo, ndo deve ser computada no peso p(v,j). No segundo, (v,w) esta
incluida em alguma parte de P(v,j), logo d(v,w) deve constituir parcela de
p(vyj). Veja Figura 5.7.

Se v é um veértice qualquer de T, entdo é util denotar a particao otima
da subarvore T por p(v,0). Ou seja, p(v,0) = max,__ {p(v,j)}. O lema seguinte
fornece uma relagdo entre p(v,j) e p(w,h), para todo filho w de v, e algum h,
1<h<k

Lema 5.3

Seja P(v,j) a parti¢do otima da subdrvore T, cuja parte y que contém v
possui j vértices, 1 < j < k. Seja w um filho de v. Entdo os vértices de T,
induzem em P(v,j) uma particdo Q de peso igual a p(w,h), sendo h o niimero
de vértices de T pertencentes a y.

Prova Seja q o peso de Q. Se q < p(w,h) entdo a substituicdo em P(v,j) de Q
por P(w,h) produz uma particdo de peso maior do que p(v,j), uma



contradigdo. Por outro lado, q > p(w,h) ja € uma contradigdo. Logo, q =
p(w,h).

Para formar a particao P(v,j), consideram-se o vértice v, bem como as
particdes P(w,h), 1 <i<f, 1 <h < k e formam-se composi¢des compativeis
com as situacoes (i) ou (ii) anteriores. Para cada particao P(w,h) utiliza-se
exatamente uma dentre as alternativas seguintes.

' w d v (ii)
y

Figura 5.7: Construcao de P(v,j)
(i) A particao P(w,h) é simplesmente adicionada a P(v,j).

(ii) A parte que contém w de P(w,h) é incorporada a parte y
que contém v de P(vyj). As demais partes de P(w,h) sdao
adicionadas a P(v,)).

Para avaliar o peso de P(v,j), observe que se w nao foi incluido em y,
entdo a aresta (v,w) € aresta de corte. Logo seu peso ndo deve ser
computado em p(v,j). Quando w, pertence a y, a aresta (v,w) também se
encontra em Y. Isto significa que d(v,w) é uma parcela de p(v,). Para um
inteiro h defina:

a(h)=1seh#0
a(h) =0se h=0.

Logo, p(v,j) sera igual ao total maximo de



YLy pwi, ha) + ah)d(v, w),

para todas as composigbes que satisfazem h, +h,+--+h = j —1. Observe que
um filho w de v pertence a y se e somente se h # 0.

No exemplo da Figura 5.8, seja k = 4 e considere calcular o peso p(v,3)
da particdo mais pesada de T, cuja parte que contém v possui exatamente 3
vértices. Supdem-se resolvidos os subproblemas para w, w,e w,, filhos de v.
Isto é, supOem-se ja calculados os valores p(w,j), para1 <i<3e0<j<4,
0s quais sao dados na Figura 5.9.

.4{,4. S _ -
N oW

Figura 5.8: Construcao de P(v,3), sendo k = 4
A Figura 5.10 fornece as composicoes possiveis que satisfazem h, + h,
+ h,= 2, juntamente com o0s pesos das parti¢oes correspondentes, obtidas
3
2= p(w,h) + a(h)d(v,w).
Note que h representa o numero de elementos de T  pertencentes a

parte que contém Vv, da particdo candidato a P(v,3). Naturalmente, P(v,3)
sera a de maior peso

através da expressao

J
01 2 3 4
p(wi,j) | 00| —o00| —00 | —00
plwe,j) | 64| 5 5 6
plws,j) | 710 | 4 7 | —0

Figura 5.9: Dados para o calculo de p(v,3)



dentre elas. Examinando-se o calculo conclui-se que p(v,3) = 16. obtido
pela composicao (h,h,h,) = (0,0,2). Esta particdo esta indicada na Figura
5.8.

A aplicacdo do processo anterior, evidentemente, resolve o problema.
Calcula-se p(v,j), para todo j, 0 < j < k e todo vértice v da arvore T. Com
estes valores, o peso do particionamento o0timo da arvore sera entao p(r,0),
onde r é araiz de T. Contudo,

p(o.) = maxss =g { S p(wi, i) +alhi)d(w, wo) | implicaria em calcular o somatério
tantas vezes quantas sao as composicoes do inteiro j — 1, para cada vértice
v. Este fato tornaria impraticavel a utilizacao do método. Torna-se entdao
necessario empregar uma estratégia adicional para produzir um processo
mais eficiente.

[ b1 [ ho [ Ry | 0 pws, by) + a(hy)d(v, w;) |

0|02 [(0+0)+(6+0)+(4+6)=16
o020 |(O0+0)+(B+1)+(7T+0)=13
2|10]0([(-00+3)+(64+0)+(7+0)=—¢
0[1[1[(0+0)+(#+1)+(0+6)=11
1|01 [(0+3)+(64+0)+(0+6)=15
1[1]0](O0+3)++1)+(7+0)=15

Figura 5.10: Calculo de p(v,3)

Wie o Wi+1 o Wi

Figura 5.11: A subarvore parcial 7
Seja v um vértice da arvore enraizada T, com filhos w,...,w, [ > 1.
Defina T'=T —°__T . Isto é, T'é a subarvore parcial de raiz v, contendo as

i<I<f 7w



subarvores T ... T (Figura 5.11). A ideia consiste em utilizar os
particionamentos 6timos de 7' ¢ 7w, para o calculo correspondente a 7i. i > 1,
O lema seguinte fornece uma relacdo entre essas particoes.

Lema 54

Seja v um veértice de T, com filhos w,,...,w, f > 1. Para i > 1, seja P(v,j) a
particdo otima deZ:, de peso p'(v,j) e cuja parte y que contém v possui j
vertices. Entdo

(i) os vértices de T.' induzem em Pi(v,j) uma partigdo de
peso exatamente igual a p~'(v,g), sendo g > 0 o numero de
vértices deT; " emy,

(ii) os vértices de T induzem em P'(v,j) uma parti¢do de peso
igual a p(w,h), sendo h > 0 o numero de vértices de T .em y.

Prova Caso contrdrio, a troca da parti¢do induzida respectivamente por (i)
P(v,g) ou (ii) P(w,h) aumentaria o peso de P'(v,j), uma contradigdo.

Portanto, a parte y de P'(v,j) possui g > 0 vértices de P"'(v,g) e h > 0 de
P(w,h), sendo g + h = j. Supondo ja calculados os valores p™'(v,g) e p(w,h),
obtém-se p'(v, j) através de

p' () =max_ . p"'(, g) + p(w,h) + a(h)d(v,w)}

Para i = 1, a expressdo acima também pode ser utilizada, adotando-se a
convencao p'(v,1) =0 e p'(v, j) = —oo, paraj > 1.

Sendo f o namero de filhos de v, p/(v,j) = p(v,j) e portanto o calculo
iterativo de p'(v,j) para valores crescentes de i conduz a solucdao do
problema. Consequentemente, ndao € mais necessario determinar as
composicoes de j — 1, para computar p(v,j). Na inicializacao do processo,
defina

p(vj)=0,sej<1
p(v,j) = —o0, caso contrario.



Essas condicoes iniciais ja resolvem os subproblemas das folhas.
Denote por w, ..., w, os filhos de v, numa ordem qualquer, e suponha
resolvidos os subproblemas para cada w. Isto é, sao conhecidos p(w,h), 0 <
h < k. Para resolver o subproblema de v, a ideia consiste em supor que a
subarvore T é construida passo a passo, através da incorporacao a T das
subarvores T para 1 < i < f. No passo inicial, T consiste unicamente em v.
Apos cada incorporagao de T a T, corrigem-se os valores de p(v,j) obtidos.
No caso geral, todas as subarvores T ,T ,...,T , ja foram incorporadas a T,
isto é, o particionamento P™'(v,j) ja foi calculado, 0 < j < k. A incorporacao
de T a T é realizada mediante a aplicacdo do Lema 5.4, obtendo-se assim
os valores de pi(v,j) correspondentes. A formulacdo seguinte descreve o
algoritmo.

Algoritmo 5.2: Particionamento de arvores
Dados: arvore T(V,E), com peso nao negativo d(v,w) em cada aresta (v,w) e
um

inteiro k > 0

considerar T como arvore enraizada, de raiz arbitrariamente escolhida

para v € V efetuar

paraj = 0,...,k efetuar
se j < 1 entao

p(vj) =0
caso contrario
p(v,j) = —0

marcar as folhas de T e desmarcar seus vértices interiores
enquanto houver vértices desmarcados efetuar
v := algum vértice desmarcado, cujos filhos w,...,w, sdo todos
marcados
parai = 1,...,f efetuar
paraj = 1,....,k efetuar
q(vj) :=max,,  {p(v.g) + p(w,h) + a(h)d(v,w)}
paraj = 1,...,k efetuar
p(vyj) = q(vij)
p(v,0) := max,__ {p(v,j)}



marcdr v

Os valores de p(v,j) sao armazenados em uma tabela, de n = |V | linhas
e k + 1 colunas, a qual é preenchida conforme indicado pelo Algoritmo 5.2.
O processo termina quando o valor p(r,0) da tabela é calculado, onde r ¢é a
raiz da arvore. Este valor é a solucdo do problema. Além da tabela
mencionada, necessita-se de um vetor adicional g(v,j) com k elementos,
para armazenar temporariamente os valores de p(v,j), para cada j, 1 <j < k.
Esse vetor € posteriormente reutilizado, para cada vértice considerado.
Logo, a complexidade de espaco é O(nk). Para determinar a complexidade
de tempo, observe que a computacao de g(v,j) é, sem duvida, a mais critica
do processo. O calculo de cada g(v,j) corresponde a determinacdo do
maximo do conjunto

{ p(v1)+pw,—1)+dvw),
p(v,2) + p(w,j — 2) + d(v,w),

p(\,/,' - 1) + p(w,1) + d(v,w),
p(vj) + p(w,0) },

0 qual possui j elementos. Cada elemento pode ser computado em tempo
constante, pois envolve valores ja calculados e armazenados na tabela.
Logo, cada qg(v,j) pode ser calculado em tempo O(j). Para cada vértice v,
q(v,j) é computado para j = 1,...,k. Logo, todos os p(v,i), para um certo v,
podem ser calculados em tempo O(k’). A complexidade de tempo é pois
O(nk’). Observe que para k constante as complexidades de espaco e tempo,
ambas, tornam-se lineares no numero de vértices da arvore.

Como exemplo, seja particionar a arvore da Figura 5.12(a), com k = 3.
Foi escolhido (arbitrariamente) como raiz o vértice g, como indica a Figura
5.12(b). Os vértices foram considerados na ordem a, b, c, d, e, f, g que
satisfaz a condicdao requerida de que um vértice é considerado apenas
quando todos os seus descendentes ja o tiverem sido. O particionamento
otimo tem portanto peso igual a p(g,0), ou seja, 13. O calculo encontra-se
indicado na Figura 5.13.
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Figura 5.12: O exemplo correspondente a Figura 5.13

Considere agora uma extensao do presente problema. A arvore dada é
tal que, além dos pesos nas arestas, a cada vértice também é associado um
certo peso, inteiro nao negativo (0s pesos nas arestas sao nimeros reais nao
negativos). Sendo dado um inteiro k, deseja-se agora determinar uma
particdao P dos vértices da arvore, tal que a soma dos pesos dos vértices em
cada parte de P seja menor ou igual a k e a soma dos pesos das arestas de
corte seja minima. Obviamente, o problema até agora discutido é um caso
particular da mencionada extensdao, em que os pesos dos vértices sao todos
unitarios.



g 137 12 13

Figura 5.13: Tabela de solucao do problema da Figura 5.12, com k = 3

Pode ser imediatamente verificado que o Algoritmo 5.2 (que obtém a
particdo 6tima para o caso especial de pesos unitarios) ¢ também aplicavel,
com uma pequena alteracdo, para a extensdao considerada. Observe que,
agora, se Z(v) é o peso do vértice v, entdao em relacao a qualquer particao, o
peso da parte que contém v é maior ou igual a Z(v). Portanto, neste caso, 0
algoritmo deve computar os valores de p(v,j), para todo vértice v e para j =
Z(v),Z(v) + 1,...,k (ao invés de j = 1,...,k, como no caso anterior). Note que k
> Z(v), caso contrario o problema ndo teria solucdo. A expressdo da
complexidade do algoritmo permanece a mesma, ou seja, O(nk’). Contudo,
conforme serd comentado no Capitulo 6, a complexidade perde a
propriedade, nesta extensao, de poder ser expressa atraveés de um polinomio
cuja variavel seja o tamanho dos dados de entrada.

Uma outra aplicacdo de programacao dinamica é apresentada na Secao
9.14.

5.6 Alteracao Estrutural

Seja G(V,E) um grafo. A técnica de alteracdo estrutural consiste em aplicar
algum tipo de operacdo a G, de modo a transforma-lo em outro grafo G'(V
",E"). Suponha que se deseja resolver um problema P, no grafo G. Seja P’
um problema relacionado a P e tal que se possa resolver P' em G'.
Obviamente, se for possivel extrapolar a solucdo de P em G, a partir da
obtida de P’ em G', resolve-se o problema inicial desejado.

Naturalmente, o tipo de transformacdo a ser aplicada ao grafo dado
pode ser de natureza qualquer e depende, intrinsecamente, do problema que
se deseja resolver. Contudo, as seguintes transformagoes sao comuns:

(i) Eliminagdo de vértices ou arestas: Nessa transformacao
escolhe-se, de forma conveniente, um vértice v, ou aresta e,
do grafo G(V,E), o qual é retirado de G. O grafo alterado é
simplesmente G'(V — {v},E'), ou respectivamente G'(V,E —
{e}). Como a transformacdo é simples, frequentemente o0s
problemas que admitem solucdo através dessa técnica



também sdo de natureza simples. Observe que o tamanho de
G' é menor, do que o de G, fato que pode contribuir para
tornar o problema P’ mais simples do que P.

(ii) Adigcdo de vértices ou arestas: Essa transformacdo é
inversa, em relacao a anterior.

Ao invés de se retirar, acrescentam-se novos vértices ou arestas ao
grafo dado.

Figura 5.14: Operacao de condensacao

(iii) Condensagdo: A técnica de condensacdo consiste em
transformar certos componentes distintos do grafo G dado
em um Unico. Esses componentes, em geral, sdo
subconjuntos de vértices ou arestas. A transformacao
corresponde, pois, a uma operacao de identificacdo. A
aplicacdo dessa operacdo produz um novo grafo G', de
tamanho menor do que G. A Figura 5.14 ilustra a técnica.

Observe que, de um modo geral, a operacao de condensacao pode ser
reduzida a um conjunto de operacOes mais elementares, de eliminacdo e
adicdo de vértices ou arestas.



A secdo seguinte apresenta uma aplicacao da técnica de alteracao
estrutural, onde o grafo dado é transformado em dois outros, o primeiro
mediante uma adicdo de aresta e o segundo através do emprego da
condensacao.

5.7 Numero Cromatico

Nesta secao, descreve-se um algoritmo para determinar o ndmero cromatico
de um grafo. O algoritmo constitui um exemplo de aplicacdo da técnica de
alteracdo estrutural.

Seja G(V,E) o grafo nao direcionado dado. Se G for o grafo completo
K, o calculo de seu numero cromatico € trivial, sendo igual a n. Caso
contrario, existem dois vértices distintos v e w, nao adjacentes. A ideia é
efetuar duas alteracOes estruturais diferentes em G, utilizando os vértices
v,w. Denota-se por o (G) o grafo obtido a partir de G, pela adigdo da aresta
(v,w). Ou seja, a (G) € o grafo G = (V,E U {(v,w)}), enquanto que B, (G) é
construido a partir de G, pela condensacao dos vértices v,w em um unico
vértice z, eliminando-se as arestas paralelas, que porventura possam ter se
formado. Observe que a formacdo de arestas paralelas acontece quando
existir algum vértice de G simultaneamente adjacente a v e w. Por exemplo,
seja G o grafo da Figura 5.15(a).
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Figura 5.15: Os grafos a e 3
Entdo os grafos desenhados nas Figuras 5.15(b) e 5.15(c) correspondem a
a, (G) e B, (G), respectivamente.
A ideia do algoritmo para a obtencao do numero cromatico x(G) de um
grafo G(V,E) é simples. Se G for completo, evidentemente x(G) = |V |. Caso



contrario, existe um par de vértices nao adjacentes v,w. Determinam-se 0s
grafos o (G) e B, (G). O numero cromatico de G ¢ entdo minimo entre os
numeros cromaticos dos grafos « (G) e B, (G). Para a obtencdo dos
numeros cromaticos de «a (G) e B, (G), respectivamente, aplica-se esta
mesma estratégia, de forma recursiva. Observe que, através dessa recursao,
cada grafo sera eventualmente transformado num grafo completo, para o
qual o nimero cromatico é facilmente computado.

A correcdo do método baseia-se no teorema seguinte.

Teorema 5.1

Seja G um grafo ndo completo e v,w um par de vértices ndo adjacentes de
G. Entdo o numero cromadtico x(G) satisfaz:

X(G) = min{x(a,_(G)).x(B,.(G))}

Prova Suponha uma coloragdo otima C de G. Se v,w possuem cores
diferentes em C, entdo a aresta (v,w) pode ser adicionada a G, sem alterar
C. Nesse caso, x(G) = x(a, (G)). Se v,w possuem cores iguais c,em C, entdo
v,w podem ser condensados em um unico vertice z. Atribui-se a z a cor c,
mantendo-se as cores de C, para as demais. Nesse caso, x(G) = x(B,.(G)).
Logo, x(G) deve ser o menor entre x(a, (G)) e x(B,.(G)).

Observe ainda que pela aplicacao recursiva do Teorema 5.1 pode-se
afirmar que o nimero cromatico de um grafo G é igual ao numero de
vértices do menor grafo completo que pode ser obtido através de operacoes
sucessivas de formacado dos grafos o e 3, a partir de G.

Algoritmo 5.3: Determinacao do numero cromatico x de um grafo
Dados: grafo G(V,E)
Procedimento COR(G)
seja n,o numero de vértices de G
se G é completo entao
X := min{x,n_}
caso contrario
encontrar um par de vértices v,w ndo adjacentes em G



COR(q, (G))
COR(B, (G))

X:=n
COR(G)

Observe que o Algoritmo 5.3 constréi implicitamente uma arvore
estritamente binaria T, onde cada vértice da arvore corresponde a um grafo.
O grafo G dado esta associado a raiz de T. Se G’ é um grafo ndao completo
associado a um vértice genérico de T, entdo seus filhos esquerdo e direito
correspondem, respectivamente, aos grafos o (G') e $,(G'), sendo v,w um
par de vértices ndao adjacentes. As folhas da arvore sdo necessariamente
grafos completos. Naturalmente, o nimero cromatico de G é precisamente
igual ao minimo numero de vértices, dentre os grafos completos associados
as folhas. O algoritmo constroi a arvore em pré-ordem, onde a subarvore
esquerda de cada vértice é totalmente construida, antes de iniciar a da
direita. A Figura 5.16 mostra a arvore obtida para determinar o ndmero
cromatico do grafo ilustrado na Figura 5.15(a). Observe que o menor grafo
completo, correspondente as folhas, possui 4 vértices. Logo o numero
cromatico procurado € igual a 4.

Se for desejado obter a coloracdo 6tima, além do numero cromatico,
pode-se empregar o Algoritmo 5.3, com uma ligeira variacdo. Efetua-se a
coloracao de cada grafo da arvore T, de baixo para cima. A prova do
Teorema 5.1 fornece uma indicacdo de como obter a mencionada coloragao.
Como uma folha de T é um grafo completo K, sua coloragéo ¢ trivial (usa-
se uma cor diferente para cada um dos p vértices). Suponha que os grafos
a (G) e B,(G) ja tenham sido coloridos, para algum grafo G/,
correspondente a um vértice de T. Se x(a (G") < x(B,(G")), entdo a
coloragdo 6tima de G' sera exatamente igual a de o (G'). Se x(a, (G")) >
X(B,.(G) entdo atribuir a ambos os vértices v,w de G' a mesma cor do
veértice z de B (G), onde z ¢ a identificagdo de v,w. Se x(a, (G")) e x(B,.(G")
forem iguais, aplica-se qualquer das duas operacoes.

O numero de vértices da arvore T pode ser exponencial em relacao ao
numero de vértices do grafo G. Consequentemente, este algoritmo possui
complexidade exponencial.
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Figura 5.16: Determinacdao do numero cromatico

5.8 Programas em Python

Esta secdo contém implementacdes dos algoritmos formulados neste
capitulo. As implementacOes seguem as descri¢cOes gerais apresentadas nos
Capitulos 1 e 2.

5.8.1 Algoritmo 5.1: Arvore Geradora Minima

Na implementacdao do Algoritmo 5.1, utilizamos a estrutura de dados da
unido disjunta, definida na classe UniaoDisjunta. Na Linha 4, definimos S
como uma unido disjunta vazia. As Linhas 5-6 inserem cada vértice em S
inicialmente. As Linhas 8-12 correspondem a implementacdo da definicao
da sequéncia de arestas e,,...,e no algoritmo. Note que, na implementacao, a
ordenacdo é feita através da funcdo sort propria de listas de Python, que
recebe como parametro key uma funcao que mapeia cada objeto da lista



(aresta) a uma chave, que sera usada internamente como chave de
comparacao para a ordenacdo. No caso, definimos uma fung¢do sem nome
(através do comando lambda) que atribui como chave de cada aresta e o
peso e.w desta aresta. O restante da implementacdo é traducdo direta do
algoritmo, observando-se que S < S U S e a eliminacdo de S corresponde a
chamada S.Une(v,w) e que S.Conjunto(v) retorna um inteiro que
corresponde a um identificador do conjunto que contém v.

Programa 5.1: Arvore geradora minima

1 #Algoritmo 5.1: arvore geradora minima
2 #Dado: Grafo conexo G em lista de adjacéncia, E(G) rotulado com |
inteiro w

3 def ArvoreGerMinima(G):

4 S = UniaoDisjunta(G.n);

5 for v in G.V():

6 S.Insere(v)

7 ET = [1; E = []

8 for v in G.V():

9 for w_no in G.N(v, IterarSobreNo=True):
10 if w_no.viz < v:
11 E.append(w_no.e)
12 E.sort(key=lambda e: e.w)
13 for e in E:
14 V,W = e.vl,e.v2

15 if S.Conjunto(v) != S.Conjunto(w):
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S.Une(v,w)

ET.append(e)

return ET

class UniaoDisjunta:

def _ init_ (self, n):

self.Pai, self.n = [None]*(n+1), 0O

def Une(self, u, v):

Ru

self.Conjunto(u)

Rv = self.Conjunto(v)

if Ru != Rv:

if -self.Pai[Ru] < -self.Pai[Rv]:

self.Pai[Ru], self.Pai[Rv] = Rv, self.Pai[Rv] +
self.Pai[Ru]

else:

self.Pai[Rv], self.Pai[Ru] = Ru, self.Pai[Rv] +
self.Pai[Ru]

def Conjunto(self, u):

if self.Pai[u] > 0:

self.Pai[u] = self.Conjunto(self.Pai[u])



36 return self.Paifu]

37 else:

38 return u

39

40 def Insere(self, u):

41 self.Pai[self.n+1], self.n = -1, self.n+1l

5.8.2 Algoritmo 5.2: Particionamento de Arvore

O Programa 5.2 corresponde a implementacdo do Algoritmo 5.2. A
implementacdo segue diretamente o algoritmo, observando-se que a
sequéncia de visitas aos vértices da arvore enraizada, que deve ser feito a
partir das folhas até a raiz, é implementada como uma busca em
profundidade simplificada (ndo é necessario considerar arestas de retorno).

Programa 5.2: Particionamento de arvores
1 #Algoritmo 5.2: Particionamento de drvores

2 #Dados: arvore T (V,E), com peso ndo negativo d(v,w) em cada aresta
!
(v,w) e um inteiro k > 0

3 def ParticionamentoArvore(T,d, k):

4 #considerar T como drvore enraizada, de raiz r arbitrariamente |
escolhida

5 r=1

6 p = [None]*(T.n+1)

7 for v in range(1,T.n+1):

8 p[v] = [None]*(k+1)

9 for v in range(1,T.n+1):



for j in range(k+1):

if § <= 1:

plvl[i]l = ©

else:

plvl[j] = float(”-inf”)

def visitar(T,d,v,paiv):

for i in T.N(v):

if i != paiv:

Visitar(T,d,i,v)

for i in T.N(v):

if i != paiv:

q_v = [None]*(k+1)

for j in range(1,k+1):

def alfa(h):

return 0 if h==0 else 1

a_v[j] = max([p[v][g]+p[i][j-g]+alfa(j-g)*d[v][i] for g
in range(1,j+1)])

for j in range(1,k+1):

plvI[i] = a_v[]]

pfvI[e] = max([p[v][j] for j in range(1,k+1)])



30 Visitar(T,d, r,None)
31

32 return p[r][0]

5.8.3 Algoritmo 5.3: Numero Cromatico

O Programa 5.3 corresponde diretamente a implementacao do Algoritmo
5.3.

Programa 5.3: Determinacdao do nimero cromatico x de um grafo

1 #Algoritmo 5.3: Determinacdo do numero cromdtico X de um grafo

2 #Dados: grafo G

3 def COR(G):

4 global X

5 nG = G.n

6 if G.m == nG*(nG-1)/2:

7 X = min(X, nG)

8 else:

9 (v,w) = NaoAdj(G)
10 COR(alfa(v,w,G))
11 COR(beta(v,w,G))
12
13 def alfa(v,w,G):

14 H = GrafoMatrizAdj(orientado=False)



15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

H.DefinirN(G.n)

for (x,y) in G.E():

H.AdicionarAresta(x,y)

H.AdicionarAresta(v,w)

return H

def beta(v,w,G):

def NovoId(t,w):

return t if t<w else t-1

H = GrafoMatrizAdj(orientado=False)

H.DefinirN(G.n-1) #w sera removido, identificado com v

for (x,y) in G.E():

if x '=wand y !'= w:

x1lin,ylin=NovoId(x,w),NovoId(y,w)

H.AdicionarAresta(xlin,ylin)

for x in G.N(w):

x1lin,ylin=NovoId(x,w), NovoId(v,w)

if not H.SaoAdj(x1lin,ylin):

H.AdicionarAresta(xlin,ylin)

return H



36

37

38

39

40

def NaoAdj(G):

for v in G.V():

for w in G.V():

if v '= w and not G.SaoAdj(v,w):

return (v,w)

5.9 Exercicios

5.1 Considere a seguinte variacao do algoritmo guloso para
determinacdo da arvore geradora minima T(V,E. ) de um
grafo G(V,E). “O primeiro passo € incluir em E_a aresta de
maior peso de E. No passo geral, incluir em E_a aresta de
maior peso de E, que possua exatamente um extremo
incidente a alguma aresta ja incluida em E' ”. Formular uma
implementacdao desse algoritmo. Obter também a sua
complexidade.

5.2 Caracterizar os grafos, com pesos nas arestas, para 0S
quais todas as arvores geradoras minimas sdao isomorfas
entre si.

5.3 Caracterizar os grafos, com pesos nas arestas, para 0S
quais todas as arvores geradoras minimas sdo diferentes
entre si.

5.4 Deseja-se calcular o elemento F(n) da sequéncia de
Fibonacci. Para tanto, considera-se um processo semelhante
ao do descrito na Secao 5.4, exceto que o resultado de cada
subproblema é recalculado toda vez que utilizado (no
algoritmo do texto, cada resultado é computado uma tnica



vez e armazenado numa tabela para uso posterior). Qual a
complexidade do novo processo?

5.5 Estender o Algoritmo 5.2 para encontrar também a
particdo 6tima da arvore, além de seu peso.

5.6 Formular uma implementacdo do algoritmo para a
extensao do problema de particionamento de arvores,
mencionada no final da Secdo 5.5. Nessa, os dados sdo um
inteiro k e uma arvore T(V,E), na qual cada aresta possui um
peso real e cada vértice um peso inteiro, nao negativos. O
objetivo consiste em particionar T em subarvores disjuntas,
de tal modo que a soma dos pesos dos vértices de cada
subarvore é < k, e a soma dos pesos das arestas de todas as
subarvores é maxima.

5.7 Considere o problema de particionamento de uma arvore
T, conforme definido na Secdo 5.5. A seguinte é uma
tentativa de obter a particio 6tima P de T, através de um
algoritmo guloso. “O passo inicial é definir P = {e}, onde e é
a aresta de maior peso de T. O passo geral consiste em
incluir em P a aresta e’ de maior peso ainda ndao considerada,
de modo que a subarvore de P a qual e’ pertence possua no
maximo k vértices, apos essa inclusdao.” Mostrar, através de
um exemplo, que esse algoritmo ndo esta correto.

5.8 Seja o problema de particionamento de grafos. Os dados
sdao um inteiro k e um grafo G(V,E). com pesos ndo negativos
nas arestas. O objetivo consiste em particionar V em
subconjuntos V,,...,V, de tal modo que cada |[V| < k e o
somatorio dos pesos das arestas com extremos em
subconjuntos V, diferentes seja minima. A seguinte é uma
tentativa de resolver este problema. “Obter uma arvore
geradora maxima 7T, de G, utilizando uma variacdo do



Algoritmo 5.1. Em seguida, encontrar o particionamento
otimo de T, mediante a aplicacdo do Algoritmo 5.2.
Considerar esse particionamento como o procurado para G.”
Mostrar, através de um exemplo, que este algoritmo ndo esta
correto.

5.9 Qual seria a complexidade do Algoritmo 5.2, se o valor
de cada p(v,j) fosse recalculado toda vez que utilizado (o
mencionado algoritmo o calcula uma unica vez e armazena
seu resultado numa tabela, pare uso posterior)?

5.10 Dé exemplo de um grafo G, para o qual

x(«,,(G)) < x(B,.(G)),

sendo v,w um par arbitrario de vértices ndo adjacentes em G.

5.11 Caracterizar os grafos G para os quais a arvore binaria T
produzida pela aplicacdao do Algoritmo 5.3 é tal que todo
grafo G', correspondente a um vértice interior de T, satisfaz
x(@, (G") < x(B,.(G"). Qual a complexidade do processo de
obtencdo do nimero cromatico para esta classe de grafos?

5.12 A aplicacdo do Algoritmo 5.3 a um grafo G(V,E) produz
uma arvore binaria T, cujas folhas correspondem a grafos
completos K tais que existe pelo menos uma folha em T para

cada p, x(G) < p < |V|. Provar ou dar contra-exemplo.

5.13 Obter a expressao da complexidade do Algoritmo 5.3
para determinacao do nimero cromatico de um grafo.
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Escreva um algoritmo para o seguinte problema:

Graflandia é um pais pobre com muitas cidades, mas sem
estradas. O governo pretende interligar todas as cidades por
rodovias ou ferrovias. Cidades de um mesmo estado serdao
conectadas por rodovias e a interligacdo entre estados sera
por ferrovias. Quando duas cidades tém distancia inferior a
um valor d, elas estdo no mesmo estado. Dados d,n (nimero
de cidades) e as posicOes geograficas (cartesianas planares)
das cidades, determinar os comprimentos totais de rodovias e
de ferrovias a serem construidas, de tal forma que se tenha
custo total minimo (o custo é proporcional ao tamanho das
estradas).

5.15 UVA Online Judge 11857

Escreva um algoritmo para o seguinte problema:

Muitos fabricantes de automodveis estao fabricando carros
elétricos, que exigem baterias pesadas e caras. Desta forma,
precisam projetar com cuidado as baterias e, portanto, o
alcance desses carros. Sua tarefa é calcular o alcance minimo
a ser conseguido com as baterias, tal que seja possivel viajar
entre quaisquer duas cidades do continente. Sabe-se que em
todas as cidades existem estacOes de recargas das baterias.
Sao dadas as n cidades, as m estradas entre elas, todas
bidirecionais, e os comprimentos das mesmas.

5.16 UVA Online Judge 10397

Escreva um algoritmo para o seguinte problema:

Ha muitos prédios em construcdo no campus da
Universidade de Waterloo. Vocé foi contratado como
programador e deve assegurar que cada prédio seja
conectado aos demais, direta ou indiretamente, através da
rede de cabos. Cabos devem conectar diretamente 0s
edificios. Os prédios antigos ja estdao conectados entre si.
Dados n prédios, sua posicdo geografica e a rede de cabos ja



existente, vocé deve calcular a quantidade minima necessaria
de cabos para interligar os novos prédios aos ja existentes.

5.10 Notas Bibliograficas

O Algoritmo 5.1, para determinar a arvore geradora minima de um grafo
G(V,E), é de Kruskal (1956). A variacdo descrita no Exercicio 5.1
corresponde ao algoritmo de Prim (1957). Uma outra formulacao do uso do
algoritmo guloso para resolver esse problema foi realizada por Dijkstra
(1959). Posteriormente, algoritmos de complexidade O(mloglogn) foram
apresentados em Yao (1975) e Cheriton e Tarjan (1976). Algoritmos para
resolver o problema da arvore geradora oOtima de um grafo foram
desenvolvidos ainda anteriormente aos descritos neste capitulo. Com efeito,
ja em 1926, Otakar Boruvka elaborou um algoritmo para o problema, com o
intuito de aplica-lo na construcdo de uma rede elétrica na cidade de
Moravia (Boruvka 1926). O algoritmo se inicia por escolher tentativamente
para cada vértice do grafo, a aresta de menor peso a ele incidente. Entre
1926 e 1965, diversos outros autores descreveram algoritmos para o
problema de arvore geradora otima que sao essencialmente similares ao de
Boruvka. Um artigo reportando a historia deste ultimo algoritmo foi
publicado por Nesetril, Milkova e Nesetrilova (2001). O algoritmo de
menor complexidade existente até agora é de Chazelle (2000), que é quase
linear, requerendo O(ma(m,n)) passos, onde a(m,n) € o inverso da funcao de
Ackerman, a qual em termos praticos se comporta como constante. Este
algoritmo, de certa forma, usa também a técnica de Boruvka. O algoritmo
guloso pode ser estudado através de matroides (Lawler (1976)). A técnica
de programacdo dinamica é empregada ha algum tempo. Com efeito, um
livro especifico sobre o assunto foi publicado ainda em 1957 (Bellman
(1957)). O Algoritmo 5.2, de particionamento de arvores, incorporando a
extensao do Exercicio 5.6, é de Lukes (1974). Um algoritmo de
complexidade polinomial para o caso em que os pesos das arestas sao
unitarios e os dos vértices arbitrarios (situacdo inversa a do Algoritmo 5.1)
foi apresentado por Hadlock (1974). O problema de particionamento de
grafos, Exercicio 5.8, foi também tratado por Lukes (1975). Aproximacoes
para o problema sao discutidas em Schrader (1981). O Algoritmo 5.3 é de
Zykov (1949). Uma implementacdo deste algoritmo foi também realizada
por Corneil e Graham (1973).



CAPITULO 6

FrL.uxo MAXIMO EM REDES

6.1 Introducao

O Capitulo 6 é dedicado ao estudo do fluxo maximo em redes. Este topico é
fundamental para a solucdo de diversos problemas de areas diferentes,
notadamente a otimizacdao combinatoria. Pois uma grande variedade de
problemas podem ser resolvidos mediante sua transformacdo em um caso
de fluxo maximo em redes. Além disso, os algoritmos de fluxo maximo
constituem exemplos didaticos em complexidade computacional.

Na proxima secdo sao apresentadas as definicoes e propriedades basicas. O
Teorema do Fluxo Maximo-Corte Minimo, fundamental na teoria, é o
assunto seguinte. Nas SecOes de 6.4 a 6.7 sdo descritos algoritmos para
resolver o problema do fluxo maximo. O primeiro deles possui
complexidade exponencial, enquanto os demais sdo polinomiais com
complexidades respectivamente decrescentes, segundo a sequéncia de
apresentacao.

6.2 O Problema do Fluxo Maximo

Uma rede é um digrafo D(V,E) em que a cada aresta e € E esta associado
um numero real positivo c(e) denominado capacidade da aresta e. Suponha
que D possua dois vértices especiais e distintos s,t € V chamados origem e
destino, respectivamente, com as seguintes propriedades: o primeiro é uma
fonte que alcanca todos os vértices. Enquanto o destino é um sumidouro
alcancado também por todos. Um fluxo f de s a t em D é uma funcdo que a
cada aresta e € E associa um numero real ndo negativo f(e) satisfazendo as
seguintes condicOes:

(i) 0 < f(e) < c(e), para toda aresta e € E

(i) Y. 1 flw,v) =3 2 f(v,w,). para todo vértice v # s,t.



A primeira condicdo apresentada simplesmente indica que o fluxo em
cada aresta nao ultrapassa o valor de sua capacidade. A segunda significa
que o fluxo se conserva em cada vértice v # s,t. Isto é, o somatério dos
fluxos das arestas convergentes a v € igual ao das divergentes de v. Este
somatorio é denominado valor do fluxo em v. Por analogia, o somatorio dos
fluxos das arestas divergentes de s e o das convergentes a t sao o valor do
fluxo em s e o em t, respectivamente. O valor do fluxo na origem é
denominado valor do fluxo na rede D e denotado por f(D).

A Figura 6.1(a) ilustra um fluxo em uma rede. A capacidade e o fluxo
em cada aresta estao indicados pelo par de nimeros correspondentes, com 0
segundo entre parénteses. Por exemplo, a aresta (v,,v,) possui capacidade 2 e
fluxo 1. O valor do fluxo no vértice v,é 3, no destino t é 4 e na rede também
€ 4. A situacdo da rede da Figura 6.1(b) ndao corresponde a um fluxo. Pois o
vértice v,ndo satisfaz a condicdo (ii) anterior (ha um total igual a 3 de fluxo
convergente a v,e um total 4 divergente). De um modo geral, se os valores

f(e) ndo obedecerem as condicOes da definicdo anterior a atribuicdo f sera
chamada fluxo ilegal.
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4(2) 3(2) 4(2) 3(2)
2(1)  1(1) 2(1)  1(1)
se 22 t se 202 t
it w0 1 ©
3(1) e 3(1) "
3(0) 29 3(0) vy
A5 3
vy Vi
(a) Um fluxo (b) Um fluxo ilegal
V2
A
3(3)
()2(1) 1(0)
g =6 t
v;‘, 4 5?;)
3(1) 3(1) ~V4
o 30

Vi
(c) Um fluxo maximo

Figura 6.1: Fluxo em redes

O fluxo em uma rede possui certa analogia com o escoamento de agua
de uma origem s a um destino t, através de uma rede de tubulacdo. A



capacidade de cada aresta corresponde a vazao maxima de agua através da
tubulacgdo correspondente. O escoamento de agua obedece as condicgoes (i) e
(ii) anteriores. Contudo, satisfaz também a restricoes adicionais.

Naturalmente, o valor do fluxo em uma rede pode variar de um
minimo igual a zero até um certo maximo. Por exemplo, o valor do fluxo na
Figura 6.1(c) ¢ igual a 7, o qual é maximo para a sua rede. O problema do
fluxo maximo consiste em, dada uma rede, determinar tal fluxo. Este sera
denominado fluxo mdximo.

Seja f um fluxo em uma rede D(V,E). Uma aresta e € E é saturada
quando f(e) = c(e). Um vértice v € V é saturado quando todas as arestas
convergentes a v ou todas divergentes de v estdao saturadas. No fluxo da
Figura 6.1(c), a aresta (v,t) e o vértice v, estdo saturados. Um fluxo é
maximal quando todo caminho de s a t em D contém alguma aresta
saturada. Isto é, o valor de um fluxo maximal ndo pode ser aumentado
simplesmente por acréscimos de fluxos em algumas arestas. Naturalmente,
todo fluxo maximo é maximal. Contudo, a reciproca ndo é necessariamente
verdadeira. Por exemplo, no fluxo da Figura 6.2(a), as arestas (s,v)), (v,v,) e
(v,t) estdo saturadas, bem como os vértices v, e v,. Este fluxo é maximal
pois todo caminho de s a t contém uma dessas arestas (ou um desses
vértices). Observe que ele ndo é maximo, pois possui valor 1 enquanto que
o da Figura 6.2(b) possui valor 2.

vi  1(0)  vg vi (1) vs
1(1) 1(0) 1(1) 1(1)
se LD s 10 4
1(0) e 1(1) Al
\‘/.2 100 "V :’.2 1,
(a) (b)

Figura 6.2: Fluxos maximal e maximo

Seja S € V um subconjunto de vértices tal que s € Se t & S. Denote S
=V - S. Um corte (S,S) em D é o subconjunto das arestas de D que
possuem uma extremidade em S e outra em S. Assim sendo todo caminho

da origem s ao destino t em D contém alguma aresta de (S,S). Sejam
(8,9)F = {(v,w) € Elve Sew € S}
(8,8)" = {(v,w) € Ejve Sew € S}



Define-se capacidade c(S,5) do corte (S,5) como o somatorio das
capacidades das arestas de (S,s)". Observe que o corte (S,5) inclui as arestas
de (S,5), mas essas nao sao utilizadas no calculo de sua capacidade. Um
corte minimo é aquele que possui capacidade minima.

Seja f um fluxo e (S,5) um corte em D. Entdo f(S,5) é o fluxo no corte
(S,S) e definido como a diferenca

f(S,5) = L.E.5+ fle) — L€, fle)

S [ ] S 3 R >
COREE)
SV)y 4(v.S) vS) | (8w
AV
|
S (S.,\{) - (v .) S J N
(a) (b)

Figura 6.3: Prova do Lema 6.1

Observe que, em geral, c(S,3) # c(5,S) e f(S,35) # f(5,S).
Por exemplo, na rede da Figura 6.1(a), com S = {s,v,v,} obtém-se 5 =
{v, v,t} e o corte (S,5) = {(s,v,),(v,v,),(v,,v),(v,,0)}, no qual (S,5) = {(s,v,),
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Lema 6.1
Seja f um fluxo em uma rede D e (S,s) um corte em D. Entdo f(S,s) = f(D).

Prova Indugdo no tamanho de S. Se |S| = 1, entdo S = {s} e f(S,5) = f(D) por
defini¢cdo. Para |S| > 1 escolha algum v € S, v # s. Sejam (v,S) e (S,v) os
conjuntos das arestas de E com uma extremidade em v em outra em S e
dirigidas de v para S e de S para v, respectivamente. Denote S' = S — {v}.
Sejam f(v,S) e f(S,v) os somatorios dos fluxos nas arestas de (v,S) e (S,v),
respectivamente. Observe que (Figura 6.3) f(S,s) = f(S,5") + f(S,v) — f(v,S) +
f(S,v) — f(v,S). Pela condicdo (ii) da defini¢do de fluxo, f(v,S) + f(v,S) =
f(S,v) + f(S,v). Logo,f(s.5) = f(5'.5", Pela hipotese de indugdo/(s'.5) = f(D), o
que completa a prova.

Note que, em particular, (V — {t},{t}) = f({s},V — {s}) = (D).

6.3 O Teorema do Fluxo Maximo — Corte Minimo

Nesta secdo inicia-se a abordagem ao problema do fluxo maximo. O
objetivo inicial é estabelecer condicdes que permitam caracterizar um fluxo
maximo. Como resultado principal, serd formulado o Teorema do Fluxo
Maximo — Corte Minimo apresentado no final da secao.

Seja f um fluxo em uma rede D. O objetivo, no momento, é aumentar o
valor de f, se possivel. Cada aresta e pode receber um adicional de fluxo <
c(e)—f(e), o que talvez produza um aumento no valor de f. Uma aresta e tal
que c(e) — f(e) > 0 denominase aresta direta. E possivel também que f ndo
seja maximo e simultaneamente ndo seja possivel aumentar f unicamente
através de incrementos de fluxo em arestas diretas. Um fluxo maximal, mas
ndo maximo, é um exemplo desta ultima afirmativa, pois neste caso nao ha
caminho de s a t através unicamente de arestas diretas. Em consequéncia, ha
situacOes em que a unica forma de aumentar f consiste em, além de
incrementar o fluxo em algumas arestas, decrementa-lo em outras. Por
exemplo, para aumentar o valor do fluxo na rede da Figura 6.2(a) torna-se
necessario também decrementa-lo na aresta (v,v,). Naturalmente, uma

aresta e pode receber um decremento de fluxo positivo < f(e). Se f(e) > 0



entdo e é denominada aresta contrdaria. Na rede da Figura 6.1(a), (s,v,) €
aresta direta e contraria, enquanto (s,v,) é direta e (s,v,) é contrdria.

Dados f e D(V,E) define-se a rede residual D'(f) como aquela em que o
conjunto de vértices coincide com o de D e cujas arestas sao obtidas pela
seguinte construgao:

“Se (v,w) é aresta direta de D, entdao (v,w) é aresta de D' também
chamada direta e com capacidade c'(v,w) = c(v,w)—f(v,w). Se (v,w) é aresta
contraria de D, entdo (w,v) é aresta de D', também chamada contrdria e com
capacidade c'(w,v) = f(v,w).”

Em outras palavras, as capacidades das arestas de D' representam as
possiveis variacoes de fluxo que as arestas de D podem sofrer, com o
direcionamento de cada aresta indicando sua variacdo positiva ou negativa.
Como exemplo, as redes das Figuras 6.4(a) e 6.4(b) sdo residuais
respectivamente dos fluxos nas redes 6.2(a) e 6.1(a), respectivamente. As
capacidades das arestas estdo indicadas nas novas figuras.

Um caminho de s a t na rede residual D'(f) é denominado aumentante
(ou caminho de acréscimo de fluxo) para f. Por exemplo, o caminho s, v,, v,
v, v, t na rede da Figura 6.4(a) é aumentante para o fluxo da Figura 6.2(a).
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Figura 6.4: Redes residuais

O lema seguinte descreve uma aplicacdao do conceito de rede residual
ao problema do fluxo maximo.

Lema 6.2

Seja f um fluxo em uma rede D(V,E) e D' a rede residual correspondente.
Suponha que exista em D' um caminho aumentante v ,...,v.da origem s = v,
ao destino t = v. Entdo f(D) pode ser aumentado de um valor

F' =min{c'(v,v,)I1 <j <k}.



Prova A construgdo seguinte obtém em D um novo fluxo de valor f(D) + F".
Para1<j <k, se(v,v,) € aresta direta incrementar f(v,v, ) de F'. Se (v,v,)
€ contraria, decrementar f(v,,v) de F'. Em ambos os casos, o fluxo no
vertice v, recebeu F' unidades adicionais. Alem disso, como F' € a menor
dentre as capacidades das arestas do caminho aumentante, assegura-se que
os novos fluxos nas arestas também satisfazem as condicdes da definicao.
Ou seja, a nova situacao é também um fluxo f. Pelo corte ({s},V — {s})
conclui-se que f(D) = f(D) + [f (s,v,) — f(s,v,)] = (D) + F".

Como exemplo, na rede residual (Figura 6.4(a)) do fluxo da Figura
6.2(a), s, v, v, v, v, t € um caminho aumentante no qual o valor minimo
entre as capacidades de suas arestas é 1. As arestas (s,v,), (v,v,), (v,v,) e
(v,,t) sdo diretas, o que permite incrementar de 1 o fluxo em cada uma delas.
A aresta (v,,v,) € contraria, o que permite decrementar de 1 em (v,v,). Com
essas alteracoes, a Figura 6.2(a) se transforma na 6.2(b).

Como exemplo adicional, considere a rede residual da Figura 6.4(b),
correspondente ao fluxo da 6.1(a). No caminho aumentante s, v, v, t, a
capacidade minima é 1. Assim sendo, pode-se incrementar de 1 o fluxo nas
arestas (s,v,) e (v,t) e diminui-lo de 1 em (v,v). Isto aumenta em uma
unidade o valor do fluxo de 6.1(a). Se todo caminho entre a origem e o
destino em uma rede D contiver uma certa aresta e, naturalmente o valor de
qualquer fluxo em D ndo pode ultrapassar a capacidade c(e). Isto é, esta
aresta atua de forma semelhante a um “gargalo” para o fluxo. De uma forma
mais geral, o valor de qualquer fluxo f em D ndo pode ultrapassar o valor de
qualquer corte (S,S). Pois f(D) = f(S,S) = Pe&(S,S)+ f(e) — Pe&(S,S)— fle) <
Pe€(S,5)+ c(e) = c(S,S).

Ou seja, o fluxo maximo em uma rede nao pode ultrapassar a
capacidade de seu corte minimo. O teorema seguinte é fundamental em
teoria de fluxo em redes. Ele afirma que esse limite superior € atingivel.

Teorema 6.1

O valor do fluxo maximo em uma rede D é igual a capacidade do corte
minimo de D.



Prova Seja f um fluxo mdximo em D. Pelo observado anteriormente, f(D) <
c ., onde c, é a capacidade do corte minimo. Suponha f(D) < ¢, e seja D' a
rede residual de f. Hd duas possibilidades:
1°. caso: Existe caminho aumentante para f. Esta
situacdo contradiz o Lema 6.2.
2°. caso: Ndo existe caminho aumentante. Seja S o
conjunto de vértices alcancaveis em D' a partir de s.
Naturalmente, s € S et € S. Caso contrdrio, set € S
haveria caminho aumentante. Entdo

(i) D' ndo possui aresta direta de S para S. Isto é, f(e) = c(e),
para cada e € (S,S)".

(ii) D' ndo possui aresta contrdria de S para S. Isto é, f(e) =
0, para cada e S (S,S). Logo,

fD)=f(58= X fle — X fle)=
e€(8,5)+ e€(S,5)" c(S,S), o que

contradiz f(D) < c,_.
Logo, (D) =c,.
Os corolarios seguintes sao consequéncias diretas desse teorema.

Corolario 6.1

Sejam (S,S) um corte e f um fluxo mdximo uma rede D. Entdo (S,S) é
minimo se e somente se

(i) toda aresta e € (S,S) estiver saturada, e

(ii) toda aresta e € (S,S) satisfizer f(e) = 0.

Corolario 6.2

Um fluxo f em uma rede D é maximo se e somente se nao existir caminho
aumentante para f.



No exemplo da Figura 6.2(a), ({s},{v,v,v,v,t}) é um corte minimo de
capacidade 2. Logo o fluxo maximo dessa rede possui valor 2 (Figura
6.2(b)). Na Figura 6.1(a). o corte ({s,v,v,v,},{v,t}) é minimo e possui
capacidade 7. Isto permite concluir que o fluxo da Figura 6.1(c) é maximo.

6.4 Um Primeiro Algoritmo

Seja D(V,E) uma rede onde cada aresta e &€ E possui capacidade c(e) inteira
positiva. Nesta secdo formula-se um primeiro algoritmo para determinar o
fluxo maximo numa rede D.

A prova do Lema 6.2 é construtiva. Ela fornece, juntamente com o
Teorema 6.1, o seguinte algoritmo:

Ou seja, no passo inicial define-se f(e) := 0 para cada aresta e de D. O
valor do fluxo F é portanto nulo. No passo geral, constréi-se a rede residual
D' de D. Se houver caminho aumentante em D entdio F pode ser
incrementado, conforme o Lema 6.2. Repete-se o processo. Se o caminho
apresentado nao existir, o fluxo € maximo. Ou seja, como as capacidades
das arestas sao numeros inteiros, os incrementos também o sdo. Portanto, o
valor do fluxo se mantém inteiro no processo. Isto é, ap6s um numero finito
de incrementos, F atinge o valor maximo igual a capacidade do corte
minimo de D. Para calcular a complexidade desse algoritmo é necessario
estimar o numero de iteracbes do bloco enquanto. Contudo esse numero
pode depender do valor F do fluxo maximo. Assim sendo, em um pior caso
F pode ser exponencial no tamanho dos incrementos F'.

Algoritmo 6.1: Fluxo maximo em uma rede (Ford e Fulkerson)
Dados: rede D(V, E), com capacidades c(e) inteiras e positivas, para cada e
€E,
origems € Vedestinot €V

F:=0
para e € FE efetuar
fle):=0

construir a rede residual D'(f)
enquanto existir caminho v,...,vdes=v at=v.em D’ efetuar

F' :=min{c'(v,v,),[1 <j <k}



paraj = 1,...k — 1 efetuar
se (v,v,,) € aresta direta entdo
f(vj,vj+1) := f(vj,vj+1) + FO
caso contrario
fvj+1,vj) == fvj+1,vj) - FO
F:=F+F
construir a rede residual D'(f)

. -

Figura 6.5: Um caso ruim para o Algoritmo 6.1

Isto é, o numero de iteracoes é Q(F). Em cada iteracdo deve-se construir a
rede residual D' e um caminho aumentante. Essas operacOes podem ser
realizadas em tempo O(m). O passo inicial também requer O(m) operacoes.
Logo, a complexidade do algoritmo é O(m(F + 1)). Observe que F pode ser
exponencial em m. A rede da Figura 6.5 ilustra um pior caso. O valor do
fluxo maximo é 2L. Se os caminhos aumentantes s, a, b, t e s, b, a, t forem
alternadamente escolhidos pelo algoritmo, entdao o valor do incremento de
fluxo F' é sempre igual a 1 e sdo necessarias 2L iteragdes. Observe que L
pode ser arbitrariamente grande.

6.5 Um Algoritmo O(nm?)

Dada uma rede D e um fluxo f em D, o Algoritmo 6.1 da secdo anterior
iterativamente constr6i a rede residual D'(f) e procura um caminho
aumentante, o qual se existir é utilizado para incrementar o valor do fluxo.
Nao ha restricdao a escolha do caminho aumentante, isto €, qualquer um
pode ser considerado.

Na presente secdao descreve-se um critério de escolha de tais caminhos,
devido a Edmonds e Karp. Este critério, quando incorporado ao Algoritmo
6.1 reduz sensivelmente a sua complexidade.



O critério adotado € o seguinte:

“Escolher sempre o caminho aumentante de menor comprimento, isto
¢, com menor namero de arestas.”

A justificativa da adocdo dessa estratégia é o lema seguinte.

Lema 6.3

Seja f um fluxo em uma rede D e k o comprimento do menor caminho
aumentante p, para f.. Seja f,o fluxo obtido em D pelo aumento de f através
de p, conforme o Lema 6.2. Entdo o comprimento do menor caminho
aumentante p,para f,, se houver, é > k.

Prova Comparando as redes residuais D'(f) e D'(f) verifica-se que (i)
arestas ndo pertencentes a p, aparecem igualmente nas duas redes, (ii)
arestas de p, com capacidade minima em p, ndo figuram em D'(f) e (iii)
arestas diretas (v,w) de p,com f(v,w) = 0 implicam a introdugdo de arestas
contrarias (w,v) em D'(f)). Portanto, as unicas arestas em D'(f)) mas ndo em
D'(f) sdo as de (iii). Se p,possui comprimento < k, entdo necessariamente
utiliza arestas de (iii), o que contradiz p, ser de comprimento k (isto é, se
(v,w) é parte do menor caminho p, a introdug¢do em D de arestas do tipo
(w,v) ndo pode produzir caminhos de comprimento menor do que o de p ).

Ou seja, a unica modificacdo proposta em relacao ao Algoritmo 6.1 é a
forma de obter o caminho aumentante. Na descri¢cdo da secao anterior este é
arbitrario, enquanto a nova estratégia o define como o de menor
comprimento. Pelo Lema 6.3, os comprimentos dos caminhos aumentantes
escolhidos segundo o critério apresentado formam uma sequéncia nao
decrescente. Para cada k, 1 < k < n, existem nao mais do que O(m)
caminhos aumentantes. Pois em cada tal caminho p, pelo menos uma aresta
de p pode ser saturada (a de menor capacidade corrente), o que
impossibilita a sua utilizacdo posterior em outro caminho do mesmo
comprimento k. Cada menor caminho aumentante pode ser encontrado em
O(m) passos, utilizando busca em largura. Logo a complexidade de todo o
algoritmo é O(nm’). Observe que essa alteracao simples introduzida no
Algoritmo 6.1 é suficiente para transforma-lo em um processo polinomial.



A argumentacdo anterior mostra que o algoritmo termina em O(nm)
passos. Ndo foi utilizado o fato de que as capacidades das arestas sdo
numeros inteiros. Isto significa que o processo pode ser aplicado mesmo se
esta condicdo ndo for satisfeita. Ou seja, no algoritmo da presente secao,
bem como nos subsequentes, admitem-se capacidades arbitrarias nao
negativas.

nivel 0 nivel 1 nivel 2 nivel 3 nivel 0 nivel k-1 nivel k

Figura 6.6: Esquema de uma rede de camadas

6.6 Um Algoritmo O(n’m)

Seja f um fluxo em uma rede D(V,E). O algoritmo da secdo anterior
iterativamente procura o caminho aumentante para f com menor
comprimento. Isto é, o caminho p da origem s ao destino t com menor
numero de arestas na rede residual D'(f).

Para melhor examinar o problema de encontrar tal caminho pode-se
considerar a subrede D (f) de D'(f), a qual contém somente 0s vértices e
arestas de D'(f) que podem figurar em p. Por exemplo, um vértice cuja
distancia a s € maior do que a de s a t obviamente ndo pode pertencer a p.
Da mesma forma, se v, e v,sdo vértices tais que a distancia de s a v, é menor
ou igual a de s a v,entdo uma aresta (v,v,) também nao aparece em p. Como

consequéncia, a rede D*(f) é aciclica e somente contém arestas entre
vértices localizados em niveis contiguos na arvore da largura T de raiz s,
conforme indica o esquema da Figura 6.6. Por extensdo, o nivel de um
vértice v na arvore T é chamado nivel de v na rede D*(f). Por sua vez,
D (f) é denominado rede de camadas para f.

O seguinte algoritmo constroi uma rede de camadas D (f), a partir da
rede residual D'(f).

Algoritmo 6.2: Construcdo da rede de camadas D *(f)



Dados: rede residual D'(f)
efetuar uma busca em largura B em D’ de raiz s
T := arvore de largura obtida por B
para cada aresta (v,w) de D' efetuar
se nivel(v) > nivel(w) em T entao
eliminar (v,w)
seja v,,...,v_a sequéncia de vértices de D' em ordem nao crescente de
seus niveis em T
paraj = 1,...,n efetuar
se v # t e grau saida (v) = 0 entao
eliminar v,

O Algoritmo 6.2 possui complexidade O(m). A sua correcao decorre
do fato de que numa busca em largura ndo existe aresta (v,w) tal que
nivel(v) < nivel(w) — 1. Como exemplo, na Figura 6.7 se encontra a rede de
camadas do fluxo da Figura 6.1(a).

Figura 6.7: Rede de camadas para o fluxo da Figura 6.1(a)

Observe que se f for maximo, ndo ha caminho em D' de s a t.
Consequentemente t nao sera incluido em D3 (f). Logo, o digrafo de
camadas D> (f) ndo existira. Pois todos os seus vértices serdo eliminados no
processo.

O algoritmo de determinacao do fluxo maximo pode ser reformulado
em termos do digrafo de camadas. Naturalmente, a procura de um caminho
aumentante p pode ser realizada na rede de camadas D ao invés da rede
residual D'. Suponha que foi encontrado um caminho p, da origem ao
destino em D (f) e seja F' a capacidade minima entre as arestas de p. A
estratégia inicial consistia em aumentar de F' o fluxo f em D, obtendo o
fluxo aumentado f, o qual seria utilizado para construir D3 (f'), repetindo-
se o processo. Como alternativa, tenta-se obter D3 (f) diretamente de
D3 (f). Para tanto, basta percorrer p em D*(f), redefinindo as capacidades
c'(e) das arestas. Isto é, para cada aresta e de p, efetuar



se e € aresta direta entdao
c'(e):=c'(e) - F

se c'(e) decresceu para 0 entdo
eliminar e de D ({)

caso contrdrio (quando e € aresta contraria)
c'(e):=c'(e) + F'

O procedimento anterior atualiza a rede de camadas D*(f) em tempo
O(k), onde k < n é a distancia de s a t em D (f). Contudo, este método
somente pode gerar redes D*(f') caso a distancia entre s e t em D*(f') se
mantenha igual a k. Isto é, se p foi o ultimo caminho aumentante do
comprimento k, o procedimento ndo pode ser aplicado, pois geraria uma
rede de camadas desconexa. Nesse caso, obtém-se D3 (f) a partir da
definicdo, utilizando o Algoritmo 6.2.

Observe que o nimero de vezes em que a rede de camadas D> deve
ser construida pelo Algoritmo 6.2 é O(n), isto é, no maximo uma vez para
cada comprimento k, 1 < k < n — 1. Nas demais vezes obtém-se D3 pelo
procedimento apresentado, mais eficiente do que a aplicacdao do Algoritmo
6.2. Conforme mencionado, o novo método pode ser empregado sempre
que houver, na rede de camadas atualizada D*(f'), um caminho aumentante
do mesmo comprimento k obtido na rede anterior D*(f). Isto é, enquanto o
fluxo em D3k, definido pelos caminhos aumentantes do mesmo
comprimento k, ndao for maximal. Com isso pode-se transformar o
problema de determinar um fluxo mdximo em uma rede arbitrdria D em
O(n) problemas de determinar um fluxo maximal em uma rede de camadas
D*. Este ultimo é certamente mais simples. A formulacdao seguinte
descreve a nova estratégia.

Ao final do processo f é um fluxo maximo de valor F em D. A
complexidade do Algoritmo 6.3 € basicamente igual a n vezes a
complexidade do processo de obter um fluxo maximal em D3.

Algoritmo 6.3: Fluxo maximo em uma rede (Dinic)

Dados: rede D(V,E), cada aresta com capacidade real positiva origem s € V
e destino

tev



F:=0
para e € FE efetuar
fle):=0
construir a rede de camadas D* (f) pelo Algoritmo 6.2
enquanto existir D> (f) efetuar
repetir
obter um fluxo maximal f>* de valor F>* em D%
para cada aresta e de D * efetuar
se e é aresta direta de D entao
fle) := f(e) + f*(e)
caso contrario
fle) := f(e) — f*(e)
F=F+ F%
remover e tal que f*(e) = F*k
até que nao exista D (f)
construir D *(f) pelo Algoritmo 6.2

Considere agora o problema de determinar um fluxo maximal f>* de
valor F* na rede de camadas D% com origem s e destino t, sendo k a
distancia de s a t em D*. A capacidade de cada aresta e em D3 sera
denotada c*(e).

O processo descrito para atualizacdo direta de D (f) na realidade
obtém o desejado fluxo maximal. Isto é, no passo inicial define-se f*(e) :=
0, para cada aresta e de D>. No passo geral escolhe-se um caminho
arbitrario p de s a t. Seja F' a capacidade minima entre as arestas p. Para
cada aresta e de p efetua-se c*(e) := c*k(e) — F', eliminando e se c*(e)
decresceu para zero. Repete-se o processo. Caso nao haja caminho de s a t,
f* é maximal.

A escolha do caminho v,,...,v des=v at = v, pode ser feita de modo
que para cada j, 1 < j <k, o vertice v seja o primeiro da lista A(v). Como
qualquer aresta divergente de v.conduz sempre a um nivel mais proximo de
t, o método esta correto.

k+1



Cada caminho p é obtido portanto em tempo O(n). Como podem haver
O(m) caminhos até a separacao de s e t, 0 processo anterior encontra um
fluxo maximal em D3 ap6s O(nm) passos. Logo, a complexidade do
Algoritmo 6.3 para determinar um fluxo maximo em D é O(n’m).

A Figura 6.9 ilustra um exemplo do Algoritmo 6.3, aplicado sobre a
rede da Figura 6.8. O fluxo inicial é escolhido como de valor 0. A rede
residual, inicial, apareceu na Figura 6.9(a), a rede de camadas
correspondente na Figura 6.9(b), e o fluxo maximal, de valor 3, na Figura
6.9(c). Observe que os caminhos minimos na rede Figura 6.9(c) possuem
comprimentos 2. A rede de camadas atualizada se encontra na Figura
6.9(d), gerando a rede de camadas da Figura 6.9(e), cujos caminhos
minimos possuem comprimento 3, e o fluxo maximal com valor 2. O
processo prossegue obtendo comprimento de caminho minimo até 4, o qual
aparece na Figura 6.9(i). O valor do fluxo maximo é a soma dos valores dos
fluxos maximais obtidos, iguala3+2+2=7.

rede D

V3

Figura 6.8: Entrada para o exemplo da Figura 6.9
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Figura 6.9: Um exemplo do Algoritmo 6.3

6.7 Um Algoritmo O(n’°)

Na presente secdao apresenta-se um algoritmo para determinar um fluxo
maximal em uma rede de camadas, devido a Malhotra, Pramodh Kumar e
Maheshwari. Este algoritmo possui complexidade O(r°). Isto permite obter
o fluxo maximo em uma rede em O(n’) passos, conforme ja mencionado.

Na secdo anterior, obtinha-se um fluxo maximal eliminando-se uma
aresta da rede em cada iteracdo. No algoritmo descrito a seguir elimina-se
um vértice em cada passo.

Para cada vértice v da rede de camadas D>, define-se capacidade de v
como sendo min{}, c*(v,w),” c*k(v,w)}, onde c*k(w,s) = c*k(t,w) = . Ou
seja, a capacidade de v é o menor dentre os somatorios das capacidades c*



das arestas divergentes e convergentes a v, respectivamente. Este valor
exprime o maximo de fluxo que pode passar através de v.

Seja v_o vértice de menor capacidade em D*. Existe um fluxo /& que
satura v. em D e cujo valor é igual a capacidade minima c*(v). A
construcao desse fluxo esta indicada mais adiante. Obtido f, decrementa-se
c*(e) de fi(e), e incrementa-se f*(e) de fi(e), para cada aresta e de D* com
fi(e) #0. Se v é igual a s ou t 0 processo termina, pois um fluxo que satura a
origem ou o destino é obviamente maximal. Considere entdo v. # s,t.
Elimina-se v_de D, pois esse vértice esta saturado. Da mesma forma, é
eliminada de D* cada aresta cuja capacidade tornou-se nula. Em seguida
sdao eliminados todos os vértices

(i) w # t com grau saida(w) =0 e
(ii) w # s com grau entrada(w) = 0.

Repetir esse passo de eliminacdo até que os graus de entrada e saida de
cada vértice # s,t sejam ambos diferentes de zero. Se s ou t foi eliminado o
algoritmo também se encerra pois o fluxo é maximal. Caso contrario,
repetir todo o processo escolhendo o novo vértice v _de capacidade minima
na rede corrente D e assim por diante.

Em seguida, descrevemos um método para obter o fluxo f: de valor
igual a c*(v) e que sature v. Considere inicialmente o trecho de v.a t. O
fluxo /: é enviado de v_até t obedecendo ao seguinte critério:

“Para cada vértice v de D* permite-se no mdximo uma aresta
divergente (v,w) satisfazendo 0 < /& (v, w) < ¢*(v, w)”,

Ou seja, cada aresta considerada deve ser utilizada até a sua
capacidade maxima, sempre que possivel. Isto implica existir no maximo
uma aresta parcialmente saturada divergente de cada vértice.

Seja #/(») o valor total do fluxo convergente ao vértice v. No passo
inicial, s, - ¢*(ve) e Fi(v) = 0sev # ve, O processo termina quando :(v) alcangar o
valor ¢k (v) e Fi(v) =0sev # v,

O fluxo de saida do vértice v é definido da seguinte maneira. Seja (v,w)
a primeira aresta divergente de v, na ordem considerada. Isto é, w é o
primeiro vértice de A(v).

Logo



se Fi(v) < ¢*(v,w) entdofi(v,w) == Fl(v)

caso contrdrio f'(v,w) := ck(v,w)
F'(v) :=F'(v) - c(vw)
w := vértice sucessor de w em A(V)
repetir o processo

Para o processo apresentado de definicdo do fluxo de saida de cada v,
os vértices devem ser considerados em uma ordem topoldgica. Ou seja,
nenhum vértice pode ser considerado sem que 0s seus antecessores na rede
em D% o tenham sido.

Para o trecho de s a v. 0 método é similar. Exceto que o fluxo se
desenvolve da origem v_ao destino s na rede simétrica de D (isto &,
invertendo-se a direcdo de cada aresta de D).

Para a determinacdao da complexidade do algoritmo observe que para
cada vértice v, se g arestas (v,w) foram manipuladas no processo, entao pelo
menos q — 1 foram eliminadas. Se o custo da eliminacdo das arestas for
contabilizado em separado, cada vértice v manipulou no maximo uma
aresta. Assim sendo, a determinacdo de cada /¢ realizada em O(n) passos.
Esse procedimento deve ser repetido no maximo uma vez para cada vértice.
Logo a complexidade é O(n’) mais o custo da eliminagdo das arestas. Cada
aresta foi eliminada uma vez no maximo. L.ogo o custo total de eliminacao
é O(m), o que mantém O(n’) como a complexidade do algoritmo de
determinacdao do fluxo maximal em D%*. Ou seja, um algoritmo de
complexidade O(n’) para encontrar o fluxo maximo em D.

Como exemplo, considere a obtencao de um fluxo maximal na rede de
camadas D> da Figura 6.10(a). Os valores das capacidades dos vértices
estao indicados na Figura 6.10(b). O vértice v, possui capacidade minima 2.
Um fluxo de valor 2 é enviado de v,até t em D* e outro de mesmo valor de
v, até s na rede simétrica de D*. Compondo o primeiro com o simétrico do
segundo obtém-se um fluxo de valor 2 de s até t, o qual satura v..
Atualizam-se os valores das capacidades das arestas e eliminam-se v, e 0s

demais vértices que se tornaram irrelevantes na rede. A nova situagao esta
indicada na Figura 6.10(c), de onde se inicia uma nova iteracao e assim por
diante. O fluxo maximal obtido é o da Figura 6.10(g).
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Figura 6.10: Um exemplo do algoritmo de fluxo maximal

6.8 Programas em Python

Esta secdo contém implementacOes dos algoritmos formulados neste
capitulo. As implementacoes seguem as descricOes gerais apresentadas nos
Capitulos 1 e 2.

6.8.1 Algoritmo 6.1: Fluxo Maximo

A implementacdo do Algoritmo 6.1 é direta. E importante notar que cada
elemento do caminho retornado pela busca ¢ um no da lista encadeada na
representacdo por lista de adjacéncias. Portanto, P[j].e.direta, por exemplo,
denota o atributo direta do objeto aresta associado ao n6 P[j]. Além disso,
P[j].e.eD.f é a forma de acessar o fluxo da aresta da rede D associada a
aresta P[j] retornada na busca da rede residual DO.



Programa 6.1: Fluxo maximo em uma rede (Ford e Fulkerson)
1 #Algoritmo 6.1: Fluxo maximo em uma rede (Ford e Fulkerson)

2 #Dados: Digrafo D com rotulo c¢ (capacidade) nas arestas e vértices
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11
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16

17

18
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20

s=1 | e t=D.n

def FluxoMaximo(D):

for (v, uv) in D.E():

uv.e

f=0

Dlin = ObterRedeResidual(D)

s, t =1,

D.n

P = Busca(Dlin, s, t)

while len(P)>0:

Flin

= min([uv.e.r for uv in P])

for j in range(len(P)):

else

F =

Dlin

P =

return F

if P[j].e.direta:

P[j].e.eD.f = P[j].e.eD.f + Flin
P[j].e.eD.f = P[j].e.eD.f - Flin
F + Flin
= ObterRedeResidual(D)
Busca(Dlin, s, t)
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def ObterRedeResidual(D):

“”” Rede D: Digrafo com rotulo c (capacidade), f (fluxo) nas |
arestas, vértices s=1 e t=D.n.

Retorna digrafo residual, com rotulos r (residuo), direta | (direta
ou nao), eD (aresta correspondente em D)

vy

Dlin = GrafoListaAdj(orientado=True)

Dlin.DefinirN(D.n)

for (v, uv) in D.E():

if uv.c-uv.f>0:

e = Dlin.AdicionarAresta(uv.vl, uv.v2)

e.r = uv.c-uv.f

e.direta = True

e.eD = uv

if uv.f>0:

e = Dlin.AdicionarAresta(uv.v2, uv.vl)

e.direta = False

return Dlin



6.8.2 Algoritmo 6.3: Fluxo Maximo - Rede de Camadas

A funcdo ObterRedeResidual encontra-se omitida na implementacao a
seguir, sendo igual aquela do Algoritmo 6.3. A funcdo Busca foi modificada
para identificar arestas visitadas que ndo resultaram em caminhos para o
vértice de destino e remové-las ao final da busca. Esta busca é utilizada no
digrafo de camadas (tais remocOes equivalem a simplificacdao do digrafo de
camadas). A busca em largura (funcdo Buscal.argura) foi estendida para
também marcar o nivel da arvore de largura em que cada vértice se
encontra, informagdo necessaria para a criacdo do digrafo de camadas. A
funcdo FluxoMaximoRedeCamadas é uma implementacdo direta do
Algoritmo 6.3.

Programa 6.2: Fluxo maximo em uma rede de camadas

1 #Algoritmo 6.3: Fluxo maximo em uma rede de camadas
2 #Dados: rede D=(V,E), cada aresta com capacidade real positiva
origem |

s em V e destino t em V

3 def FluxoMaximoRedeCamadas(D):

4 s,t =1,D.n

5 F=0

6 for (v,e_no) in D.E(IterarSobreNo=True):
7 e_no.e.f = 0.0

8 Dlin = ObterRedeResidual(D)

9 Dest = ObterRedeCamadas(Dlin,s,t)

10 fest

Busca(Dest,s,t) #fest = f*

11 while len(fest) > 0:

12 while True:



Fest = float(“inf”)

for e_no in fest:

if e_no.e.r < Fest:

Fest, emin = e_no.e.r, e_no.e

for e_no in fest:

e_no.e.eD.f = e_no.e.eD.f + Fest * (1 if
e_no.e.direta lelse -1)

e_no.e.r = e_no.e.r - Fest

F = F + Fest

Dest.RemoverAresta(emin)

fest = Busca(Dest,s,t) #fest = f*

if len(fest) == 0:

break
Dlin = ObterRedeResidual(D)
Dest = ObterRedeCamadas(Dlin,s,t)

fest = Busca(Dest,s,t) #fest = f*

return F

29

30

31

32

#Dados: rede residual Dl1in (Algoritmo 6.2)

def ObterRedeCamadas(Dlin,s, t):

GrafoListaAdj(orientado=True)



Dest.DefinirN(Dlin.n, VizinhancaDuplamentelLigada=True)

BuscalLargura(Dlin,s)

for (v,elin) in Dlin.E(IterarSobreNo=True):

w = elin.Viz

if Dlin.Nivel[v] < min(Dlin.Nivel[w],Dlin.Nivel[t]) and
elin.e.r |
>0

e = Dest.AdicionarAresta(v,w)

e.eD,e.r,e.direta = elin.e.eD,elin.e.r,elin.e.direta

#vértices ndo sdo removidos; busca em profundidade € modificada |
para remover arestas que ndo obtiveram sucesso em encontrar t. |
Assim, a condicdo “Dest é vazio” deve se trocado por “existe |
caminho entre s, t”

return Dest

def BuscalLargura(D,s):

D.Marcado, D.EmQ = [False]*(D.n+1), [False]*(D.n+1)

D.Nivel = [0]*(D.n+1)

Q = deque()

D.Marcado[s], D.EmQ[s], D.Nivel[s] = True, True, 1

Q.append(s)

while len(Q) > 0O:

v = Q[e]

for w in D.N(v,"”+"):

if not D.Marcado[w]:
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D.Marcado[w], D.EmQ[w], D.Nivel[w] = True,
D.Nivel[v]+1

Q.append(w)

D.EmQ[v] = False

v = Q.popleft()

def Busca(D, s, t):

def P(v):

D.Marcado[v] = True

if v ==

return True

for w_no in D.N(v, “+”, IterarSobreNo=True):

W = w_no.Viz

if not D.Marcado[w]:

Q.append(w_no)

if P(w):

return True

ARemover .append(w_no.e)

Q.pop()

return False

True,

[
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ARemover = []

D.Marcado = [False]*(D.n+1)

Q = deque()

P(s)

for e in ARemover:

D.RemoverAresta(e)

return Q

6.9 Exercicios

6.1 Provar ou dar contra-exemplo.
Seja D uma rede. Em todo fluxo maximo em D ndo existe
aresta contraria

6.2 Provar ou dar contra-exemplo.
Seja D uma rede e (S,S) um corte minimo de D. Para todo
fluxo f maximal e ndo maximo em D, existe e € (S,S) tal

que f(e) > 0.

6.3 Provar que o valor do fluxo em qualquer corte de uma
rede é ndo negativo.

6.4 Provar ou dar contra-exemplo.
Seja fum fluxo em uma rede D(V,E) com origem s e destino
t. Seja S € V com s,t & S. Entdo f(S,S) = 0.

6.5 Mostrar que se as capacidades das arestas de uma rede
puderem assumir valores irracionais, o Algoritmo 6.1 pode



levar um numero infinito de passos e convergir para um
valor incorreto de fluxo maximo. Sugestdo: utilizar a rede da
Figura 6.11.

>
. 2 e- o
o 00

o0 o0 o0 o0 |00 o0

_
o0 1 a o0

® g SRR g

o0 o oo oo 0

o

Figura 6.11: Sugestdao do Exercicio 6.5

6.6 Mostrar que se as capacidades das arestas de uma rede
puderem assumir valores racionais, o Algoritmo 6.1 pode
levar um numero infinito de passos e convergir para um
valor incorreto.

6.7 Formular uma implementacao detalhada do algoritmo da
Secao 6.5.

6.8 Formular uma implementacdo detalhada do algoritmo da
Secao 6.7.

6.9 Seja D uma rede planar. Mostrar que € possivel
determinar o fluxo maximo de D em O(nlogn) passos.

6.10 Seja D uma rede em que as capacidades das arestas sao
todas unitarias. Mostrar que é possivel determinar o fluxo
maximo de D em O(m®) passos.



6.11 Seja G um grafo nado direcionado. Mediante
transformacdao em problemas de fluxo maximo, elaborar
algoritmos para determinar

(i) a conectividade em arestas de G.

(ii) a conectividade em vértices de G.

Determinar a complexidade dos algoritmos.

6.12 Seja G um grafo bipartido ndao direcionado. Um
emparelhamento em G é um conjunto de arestas com
extremidades distintas duas a duas. Um emparelhamento
maximo € aquele que possui um numero maximo de arestas.
Mediante transformacdo em um problema de fluxo,
apresentar um algoritmo para encontrar um emparelhamento
maximo em G.

6.13 Seja S = S,,...,S, uma familia de subconjuntos de um

conjunto. Um sistema de representantes distintos para S é
uma sequéencia de elementos s,,...,s, distintos entre si e tais
que s € S, 1 < i < n. Mediante transformacdo em um
problema de fluxo, apresentar um algoritmo para encontrar
um sistema de representantes distintos. Em que condicGes
existe a solugdo?

6.14 Seja D um digrafo. Uma cobertura por ciclos de D é
uma colecdo de ciclos simples tais que cada vértice de D
pertence a exatamente um ciclo da colecao. Mediante
transformacdo em um problema de fluxo, apresentar um
algoritmo para encontrar uma cobertura por ciclos. Em que
condicoes existe a solucao?

6.15 Seja D(V,E) um digrafo aciclico. Um conjunto S € V ¢
incompardavel se para cada dois vértices distintos vyw € S, v
ndo alcanca w e este ndo alcanca v em D. Um conjunto



incomparavel madximo possui um numero maximo de
vértices. Mediante transformacdao em um problema de fluxo,
apresentar um algoritmo para encontrar um conjunto
incomparavel maximo.

6.16 Seja D(V,E) um digrafo aciclico. Uma cadeia é um
caminho no fecho transitivo de D. Uma cobertura por
cadeias é uma colecdo de cadeias tal que cada vértice de D
pertence a alguma cadeia da colecao. Uma cobertura minima
€ aquela que contém o menor numero de cadeias. Mediante
transformacdo em um problema de fluxo, elaborar um
algoritmo para encontrar uma cobertura minima por cadeias.

6.17 UVA Online Judge 10249

Escreva um algoritmo para o seguinte problema:

Todos os participantes da maratona ACM tém que participar
do jantar de premiacdo. Para maximizar a interacdao entre os
participantes, recomenda-se que, no jantar nunca se sentem a
mesma mesa duas pessoas do mesmo time. Dados os
numeros de participantes de cada time (incluindo reservas,
técnicos, convidados) e o nimero de cadeiras de cada mesa,
indicar se é possivel fazer a arrumacao conforme desejado e,
caso seja possivel, indicar a alocacdo as mesas.

6.18 UVA Online Judge 10380

Escreva um algoritmo para o seguinte problema:

Sao dados os resultados parciais de um torneio de shogi
(xadrez japonés) com m participantes. Deseja-se saber se o
jogador p pode vencer o torneio e, caso isso seja possivel,
com qual numero maximo de pontos ele pode superar o
segundo colocado. Nesse torneio ndao ha empates e, em cada
jogo, um dos jogadores faz 1 ponto. Caso s6 seja possivel
para o jogador ganhar o torneio com o mesmo numero de
pontos de outros competidores, isso € considerado uma



vitoria com 0 pontos de diferenca. Neste torneio cada dupla
de jogadores joga duas vezes entre si.

6.19 UVA Online Judge 11506

Escreva um algoritmo para o seguinte problema:

Um programador foi despedido e quer se vingar de sua
empresa destruindo a conexao entre o computador de seu
patrio e o principal servidor da rede. E dada a rede de
interconexdo entre o computador do patrdo e o servidor,
havendo varias maquinas intermediarias para possiveis
conex0es. O programador pode explodir conexdes ou
maquinas, menos a do patrdo e o servidor. Sdo dados os
custos de explosao de cada um desses elementos e deve ser
calculado o custo minimo que o programador tera para fazer
essa desconexao.

6.10 Notas Bibliograficas

Os trabalhos fundamentais em teoria de fluxo maximo, incluindo o Teorema
6.1 e Algoritmo 6.1, sdo de Ford e Fulkerson (1956, 1957 e 1962). O
algoritmo da Secdo 6.5 é de Edmonds e Karp (1972), o da Secao 6.6 de
Dinic (1970) e o da 6.7 de Malhotra, Pramodh Kumar e Maheshwari
(1978). Ha outros algoritmos eficientes para o problema do fluxo maximo.
Tais como: Karzanov (1974), complexidade O(n’). Cherkassky (1977),
complexidade O(n* m). Galil (1978), complexidade O(n*’m?*’). Shiloach
(1978) e Galil e Naamad (1979), complexidades O(nmlog’n). Sleator
(1980), complexidade O(nmlogn). Uma variacdo importante dos algoritmos
de fluxo maximo apresentados neste capitulo foi descrita por Goldberg e
Tarjan (1986), com implementacdo eficiente por Goldberg (1986). Uma
referéncia indicada para o problema de fluxo maximo € o livro de Kleinberg
e Tardos (2006), o qual dedica mais de uma centena de paginas a este
topico. Uma visao historica do trabalho de Ford e Fulkerson no problema
do fluxo maximo foi descrita em Schrijver (2002). Um artigo tutorial
indicado de fluxo maximo é o de Goldberg, Tardos e Tarjan (1990). O
Exercicio 6.5 aparece em Ford e Fulkerson (1962). O exercicio seguinte foi
resolvido por Oliveira e Gonzaga (1983). Para o Exercicio 6.9, ver Itai e



Shiloach (1979) e Galil e Naamad. (1979). Os Exercicios 6.10 e 6.11 podem
ser resolvidos mediante Even e Tarjan (1975). Os Exercicios 6.12 a 6.16
admitem também solugOes especiais independentes do emprego de fluxo.
Por exemplo, para resolver o problema do emparelhamento (Exercicio 6.12)
ha entre outros o algoritmo de Micali e Vazirani (1980) com complexidade
O( nm), o qual pode ser aplicado também para grafos ndao bipartidos. Este
assunto sera tratado no Capitulo 8. As condicOes de existéncia para sistemas
de representantes distintos sao as de Hall (1935). O teorema basico para os
topicos dos Exercicios 6.15 e 6.16 é o de Dilworth (1950).



CAPITULO 7

CAMINHOS MINIMOS

7.1 Introducao

Este capitulo é dedicado a formulacdo de algoritmos para resolver o
problema da determinacdo de caminhos minimos em grafos. Os grafos
considerados sao ponderados, com pesos nas suas arestas. Ao longo do
capitulo, esses pesos serdo denominados distdncias, que refletem melhor as
aplicagOes dos algoritmos.

Serado tratadas diversas variantes dos algoritmos. Isto €, o caso em que
as distancias sejam todas ndo negativas, ou se admitimos também distancias
negativas. Os casos em que o objetivo seja determinar o caminho minimo
de um vértice para todos os demais, ou de todos os vértices para todos. Os
casos em que o objetivo seja encontrar o k-ésimo menor caminho minimo, k
> 1, e finalmente a variacdo de encontrar o k-ésimo menor passeio, isto €,
com possiveis repeticoes de vértices.

Os grafos considerados sdo direcionados. Com isso, admite-se que
para uma certa aresta entre os vértices v e w do grafo, a distancia de v para
w, e de w para v, sejam diferentes entre si. Para um grafo direcionado
D(V,E), a cada aresta direcionada (v,v) € E, sera atribuida uma distancia de
v, ate v, representada por w(i,j). De um modo geral, w(i,j) e w(j,i) sdo
independentes, ndao havendo relacdo entre esses valores. Os valores das
distancias geralmente sao dados do problema, e arbitrarios. O conjunto de
todas as distancias w(i,j) para v,v, € V, constitui uma matriz denominada
matriz de distancias do grafo, e representada por W.

A Figura 7.1 ilustra um grafo D e sua matriz de distancias W. Se um
par (v,v) ndo constitui aresta do grafo, assume-se que w(i,j) = +oo. Assim,
w(3,1) = +oo, w(1,2) = 7, w(2,1) = 8, e assim por diante.



1 0 7 -1 © 9 0

Vs 2 Vs 2 8 0 5 ¢

3 02 0 5 4

ot eV W=4 0o o0 3 00 0
L5 5 90000 20 1
Vie4 re Vs 6 oo 0 sooc 0
1 2 3 4 5 6

(a) (b)
Figura 7.1: Um grafo e sua matriz de distancias

Para um caminho v,v,,...,v do vértices v, ao vértice v, do grafo G, o seu
comprimento é definido como a soma das distancias w(1,2) + ..., w(k — 1,k)
das arestas contidas no caminho. O caminho minimo de v, para v é definido
como aquele que possui 0 menor comprimento, dentre todos os caminhos
de v, para v, no grafo G. O problema do caminho minimo é o de determinar
o caminho minimo entre os vértices desejados. O comprimento do caminho
minimo de v, até v sera representado por c(1,k).

Por exemplo, no grafo da Figura 7.1, o caminho minimo do vértice v,
para o vértice v, é v,v,v,v.de comprimento igual a w(1,3)+w(3,4)+w(4,6) =
—1+5+0 = 4. Isto é, ¢(1,6) = 4.

Na maior parte dos algoritmos a serem apresentados, o objetivo inicial
sera 0 de determinar o comprimento do caminho minimo. Através deste
ultimo, sera possivel determinar entdo o caminho minimo propriamente
dito.

Uma outra observacao importante, diz respeito aos grafos cujos
valores das distancias possam admitir valores negativos. Mesmo para estes,
consideramos sempre a restricao de que o grafo ndao pode conter ciclos cujo
comprimento seja negativo, isto é, cuja soma das distancias das arestas que
compOem o ciclo seja negativa, pois uma vez atingido um dos vértices deste
ciclo, um percurso minimo correspondente permanecera realizando voltas e
voltas no ciclo, indefinidamente, e teria comprimento —oo, no caso do ciclo
ser de comprimento negativo.

7.2 As Equacoes de Bellman

Nesta secdo, desenvolveremos um método de programacdao dinamica,
devido a Bellman, destinado a determinar os comprimentos dos caminhos
minimos de um veértice fixo v, de um grafo D(V,E), para todos os demais



vértices de D, respectivamente. Este método pode ser aplicado a qualquer
grafo D, inclusive aos que possuem distancias negativas, com a ressalva
observada anteriormente, da inexisténcia de ciclos de comprimento
negativo.

O objetivo, pois, consiste em determinar os comprimentos c(1,k) dos
caminhos minimos de v para cada vértice v, &€ V. Em particular se v =v, a
inexisténcia de ciclos de comprimento negativo conduz, imediatamente, a
c(1,1) = 0. Considere, agora, v, # v,. Qualquer que seja o caminho minimo C
de v a v, havera sempre um vértice v que imediatamente antecede v.em C,
e, nesse caso, v, sera atingido através da aresta (v,v). Ora, o caminho
percorrido em C, desde v,até v é necessariamente um caminho minimo de v,
a v, caso contrario, o caminho de v,a v, ndo serd minimo. Isto nos conduz as
seguintes equacOes de programacao dinamica, para a determinacao de c(1,k)

oV
-1
_‘V3
2/ 5 4
vV, e oVs ‘eVs
0
Vs

Figura 7.2: Arvore de caminhos minimos

c(1,1)=0 sek =1
c(l, k) = j
e(1,k) = mingzp{e(l, 1) + w(i, k)} sek # 1

As equagdes anteriores serao utilizadas como base para o
desenvolvimento de algoritmos para a determinacao dos caminhos
minimos, conforme sera descrito nas proximas secoes. Contudo elas nao
conduzem diretamente a algoritmos para o caso geral, pois para a sua
implementacdo sao necessarias condi¢Oes adicionais.

Observando essas equagOes, podemos concluir que para cada vértice v,
# v, para o qual se deseja determinar o caminho minimo partindo de v, é
escolhido um vértice adequado v # v, que corresponde a aquele que
antecede imediatamente a v, no caminho minimo de v,a v,. Supondo que o
vértice v, alcance todos os demais, o conjunto dos vértices do grafo forma
uma arvore direcionada enraizada 7, cuja raiz € v, e cujo caminho de v, a
cada v.em T, corresponde ao caminho minimo de v,a v.em D. Esta arvore é



entdo denominada arvore de caminhos minimos de v,. Caso v, ndo alcance

todos os vértices de D, ao invés de uma arvore, teremos uma floresta de
caminhos minimos. Nesta floresta, ha uma arvore com raiz v, composta
pelos vértices alcancaveis de v, e as demais arvores sdo constituidas por
raizes isoladas, formadas, respectivamente, por aqueles vértices nao
alcangaveis de v..

Como exemplo, a arvore da Figura 7.2, cuja raiz é o vértice 1,
corresponde a arvore de caminhos minimos de 1, relativa ao grafo da Figura
7.1. Com isso, obtemos ¢(1,1) =0, c(1,2) =-1+2=1, ¢(1,3) = -1, c(1,4) =
-1+5=4,¢(1,5=-1+4=3,c(1,6)=-1+5=4.

7.3 Algoritmo de Dijkstra

Nesta secdo, sera apresentado o algoritmo de Dijkstra, para computar o
caminho minimo de um vértice fixo v, € V do grafo direcionado D(V,E),
para todos os demais vértices de D. Supomos que todas as distancias do
grafo sejam ndo negativas, isto €, w(i,j) > 0, para cada par v,v € V . Caso
(v,v) €/ E, por convengdo, w(i,j) = +oo. Observamos que nestas condigoes,
nao ha ciclos de comprimentos negativos.

A ideia basica do algoritmo de Dijkstra é determinar um subconjunto
de vértices V' € V, tal que, em cada passo, o caminho minimo em D, de v,
até cada vértice v € V' contenha apenas vértices de V. Iterativamente, um
novo vértice v € agregado a V', até que se atinja V' =V, ocasido em que o
algoritmo termina. Por simplicidade, o comprimento do caminho minimo de
v, até o vértice v sera de notado nesta se¢ao por c(i).

A questdo a ser resolvida é entdo como escolher adequadamente o
vértice v para ser agregado a V', em cada passo. A ideia é definir cada um
dos caminhos minimos de v, até v de comprimento c(i), inicialmente, como
provisorio e atualiza-lo, iterativamente, até atingir um valor definitivo, que
corresponde ao comprimento correto do caminho minimo de v até v.

Assim, na iteracao inicial, definir V' := {v }, c(1) := 0 e c(i) := w(1,i).
Relembramos que w(1,i) = oo, caso (v,v) &/ E. Nas iteracOes seguintes, o
vértice v € V - V' a ser agregado € aquele cujo valor, até entdo provisorio,
€ minimo dentre todos os comprimentos c(i), correspondentes ao vértices v,



€ V - V. Este valor c(j) torna-se entdo permanente, e o vértice v, é

adicionado a V'. Os caminhos provisérios c(i) dos demais vértices de V-V
' sdo atualizados mediante

c(i) := min{c(i),c(j) + w(j,0)},

e 0 processo se encerra quando V' se torna igual a V.

A formulagdo seguinte descreve o algoritmo de Dijkstra. Sdo dados o
grafo direcionado D(V,E), um vértice fixo v, &€ V, e uma distancia real ndo
negativa w(i,j), para cada par de vértices v,v € V. O algoritmo constroi um

vetor c(i), 1 <i < n, o qual contera o comprimento dos caminhos minimos
de v parav.

Algoritmo 7.1: Caminhos minimos — Dijkstra
Dados: grafo D(V,E), matriz de distancias W, onde w(i,j) > 0, para cada
aresta
(ij) € E, 1<ij<n.
Vii={v};c(1):=0
parav & V- V' efetuar
c(i) := w(L,i)
enquanto V' # V efetuar
escolher v &€ V - V' que minimiza o valor c(j)
Vi=V'u{v}
parav & V- V' efetuar
c(i) := min{c(i),c(j) + w(j,i)}

Um exemplo de aplicacdao do algoritmo aparece na Figura 7.3. O grafo
dado é o da Figura 7.3(a). As distancias entre pares adjacentes de vértices
estdo representadas na figura. O conteido do vetor c(i), 1 <i < 7, é
representado na Figura 7.3(b), com os valores correspondentes, apds cada
iteracdo. A iteracdo O correspondente ao passo inicial, onde o vértice
escolhido é o dado v,, e apenas o comprimento ¢(1) = 0 é o permanente. Nas

demais iteragGes, aparece o vértice escolhido v € V', o qual minimiza c(j)
em V-V’ Na iteragdo 1, o veértice v = v,é o minimo dentre os valores c(i),



veV-V', poisV-V'={v,v,v,v,v,v}comc(2)=1,c6)=3ec@) =
c(4) = c(5) = ¢(7) = . O comprimento ¢(2) = 1 torna-se entao permanente e
os valores de c(i) sdao atualizados, para i = 3,4,5,6,7. Nesta atualizacdo
apenas o comprimento ¢(7) é modificado, pois c(1) + w(2,7) =1 + 2 < ¢(7)
= o0, Logo, ¢(7) assume o valor 3. Os demais valores de c(i) sao mantidos.
O conjunto V' torna-se agora V' = {v,v,}. Na iteracdo 2, ha dois valores de
v que minimizam c(j) em V — V', que sdo v,e v, pois ¢(6) = c(7) = 3, e os
demais valores de c(i), para i = 3,4,5 sdo todos iguais a . A escolha dentre
os valores de igual comprimento minimo pode ser arbitraria. No caso,
escolhemos v = v na iteragdo 2, e o vértice v € incluido em V', que se torna
V' ={v,v,v,}. Ainda nesta iteracdo é atualizado o vetor c(i), onde o tnico
comprimento alterado foi c(4), de o para 4, pois c(7) + w(7,4) =3+ 1=4<
c(4) = co. E assim por diante. Apos a iteracao 6, o algoritmo se encerra. Os
valores finais dos comprimentos dos caminhos minimos de v aparecem na
ultima linha da tabela.

O algoritmo de Dijkstra oferece também um método simples para
construir a floresta de caminhos minimos de v, para os demais vértices,
mediante a seguinte regra, que decorre diretamente do algoritmo:

Iniciar por uma floresta T(V,E,), onde V é o conjunto dos vértices de
G, e E,= ©. Cada vez que um vértice v ¢ escolhido, e existir algum vértice
v que satisfaca c(j) + w(j,i) < c(i) atualizar E_como se segue: remover a
aresta de E_que incide em v, caso exista, e agregar a E a aresta (v,v). Ao
final, T representard a floresta de caminhos minimos desejada.

A floresta de caminhos minimos fornece diretamente os caminhos
minimos desejados, além dos comprimentos obtidos.

A Figura 7.3(c) ilustra a floresta de caminhos minimos iniciadas em v,
para o grafo de Figura 7.3(a). No caso, como v, alcanga todos os demais
vértices de G, a floresta obtida é composta por uma Unica arvore.



Numero vértice C(l‘;:‘
iteragio | escolhido | (1) | e(va) | e(vs) | e(vq) | e(vs) | e(vs) | clvr)
v,.‘ 2 ‘.V;, | | It : )
0 v 0 1 00 00 50 3 )
1Y
= 1 1 va 0 1 o0 %0 £ 3 3
4 2
1 L 4 1 2 v 0 1 o | 4 0 3 3
®
LV o Vs 3 v 0 1 % 1 8 3 3
v J, 1 ] 3 3
v,e roVs 4 Vg 0 1 o0 4 6
3 5 s 0 1 6 1 6 3 3
6 v 0 1 6 1 6 3 3

(a) (b)

(c)
Figura 7.3: Exemplo para o algoritmo de Dijkstra
A determinacdo da complexidade do algoritmo é imediata. A iteracao
inicial requer tempo O(n). Em cada iteragdo seguinte, a escolha do vértice v,
minimizante pode ser realizada em tempo O(n). Uma vez escolhido v, a

atualizacdo de cada c(i) requer tempo apenas constante. Isto €, cada iteracao
consome tempo O(n), no total. Como sdo n — 1 iteracOes, além da inicial, a
complexidade final é O(n?). Através do uso de filas de prioridade, o
algoritmo pode ser implementado em tempo O(m log n).

Teorema 7.1
O Algoritmo de Dijkstra esta correto.

Prova A prova de correcdo do algoritmo pode ser realizada por indugcdo no
tamanho do conjunto V '. A hipdtese de inducdo é que, ao longo do
algoritmo, para cada v.&€ V', c(i) é o comprimento do caminho minimo de
v, até v, caminho esse contendo apenas vértices de V.

Para a base de indugdo, |V'| =1, o que implica V' ={v,},ec(1) =0, 0
que estd correto. Suponha que o algoritmo ndo esteja correto e considere a



primeira iteragdo onde o vértice escolhido v € tal que c(j) ndo ¢ o
comprimento do caminho minimo de v,até v. Nesse caso, como os caminhos
obtidos pelo algoritmo estdo restritos a conter apenas vértices de V ',
concluimos que o caminho de v, até v que € de fato minimo, contém um
vértice v.&/ V'. A situagdo é ilustrada na Figura 7.4. O caminho minimo
dev, € V'atév &€/ V' é composto pelo caminho C,, de v,até v,, sequido do
caminho C,de v ate v. Por hipotese, este caminho total e de comprimento
menor do que o caminho C,, de v ate v, o qual esta restrito a conter vertices
de V'. Observamos também que o vértice que imediatamente antecede a v,,
em C, se encontra necessariamente em V', caso contrdrio esta ndo seria a

primeira iteragdo onde o caminho até o vértice escolhido ndo seria minimo.
Mas nesse caso, o vértice escolhido pelo algoritmo, na iteragdo em
questdo, ndo seria v, mas sim v,. Entdo o algoritmo esta correto.

V]. Vr
C, C;
> o V-V
ad G e

Ve : :QV]'

Figura 7.4: Teorema 7.1

7.4 O Algoritmo de Bellman-Ford

Nesta secdo descreveremos um algoritmo para determinar os comprimentos
dos caminhos minimos de um dado vértice v, para todos os demais, em um
grafo direcionado D(V,E). Cada aresta (v,v) € E possui distancia w(i k),
onde w(i,k) é um numero real. Contudo, supomos que D ndo contém ciclos
de comprimento negativo.

O algoritmo utiliza programacado dinamica. Na realidade, ele pode ser
interpretado como uma aplicacdao das equactoes de Bellman, descritas na
Secdo Secdo 7.2, mediante a introducdo de condigcOes adicionais. Ele se
baseia em uma propriedade basica, utilizada implicitamente por todos os
algoritmos de caminhos minimos.

Lema 7.1



Para um digrafo D(V,E), sem ciclos negativos, e para qualquer par de
vértices distintos v,v. € V , existe sempre um caminho (sem vértices
repetidos) de v para v, que possui comprimento minimo, dentre todos 0s
passeios de v para v.em D.

Prova Se um passeio P contém algum vértice repetido v, o trecho entre
duas ocorréncias consecutivas de v, constitui um ciclo. Remover os vértices
de P entre essas ocorréncias de v, deixando apenas a primeira delas.
Repetir a operagdo até que ndo existam mais vértices repetidos. Em cada
remocdo foi retirado um ciclo de P. O passeio P foi entdo transformado em
um caminho C (sem vértices repetidos). Como D ndo contém ciclos
negativos, o comprimento de C ndo € maior do que o de P.

Como consequéncia do Lema 7.1, conclimos que o numero de arestas
de qualquer caminho minimo de D é menor ou igual an — 1.

Seja ¢(v,v,) o comprimento de um caminho minimo C, de v, para v.
Para a formulacdo das equacdes de programacdo dinamica, introduzimos
também um parametro £, que induz a quantidade maxima de arestas que C
pode conter. Além disso, como tratamos de caminhos minimos de um
vértice fixo v, para os demais, por simplicidade, omitimos a origem v, na
notacdao. Assim, representamos por c( £,k) o comprimento do caminho
minimo de v, para v.em D, contendo € arestas, no maximo. Assim, c¢(n—1,v,)
representa 0 comprimento do caminho minimo de v, para v, que se deseja
obter, sem restricdo na quantidade de arestas.

A recorréncia basica na qual se baseia a programacao dinamica
consiste em aplicar as equacoes de Bellman, da Secado 7.2, com as restricoes
da quantidade maxima de arestas nos caminhos, conforme a seguir.

Supondo que conhecemos o caminho minimo C, de v, para v, as
seguintes alternativas podem ocorrer, em relacao a c(¢,k) para £ > 0.

* Se C contém ¢ — 1 arestas, no maximo, € > 1, entao

c(8,k) = c(£ - 1,k). (i)



* Se C contém ¢ arestas, e v é o vértice que imediatamente
antecede v em C, entao

(&) = c( - 1,i) + w(i,k). (ii)

Nao conhecendo C porém, resta a alternativa de tentar todas as
possibilidades. Isto é, (ii) se transforma em

c(,k) =min & {c(¢ — 1,i) + w(i,k)}. (ii")

Assim, o valor de c¢(¥,v,) é o menor dentre os obtidos pelas equacoes (i)
e (ii"). Veja a Figura 7.5.

As equacoOes anteriores constituem a base do algoritmo de Bellman-
Ford, descrito a seguir. Sdo dados um grafo direcionado D(V,E) sem ciclos
negativos, uma distancia w(i,k), para cada aresta (v,v) € E, e um vértice
fixo v,&€ V. O algoritmo computa os comprimentos c(¢,k), para £ = 0,...,n —
1 ev, &€ V. O comprimento do caminho minimo de v, para v, é entdo c(n —
1,k). Esses comprimentos sdao armazenados em uma matriz C, de dimensao
nxn.

Vi Vi Vi
® > oo >® >®
c(t-1,i)
clek)
Figura 7.5: Calculo de c(¥,k)

Algoritmo 7.2: Caminhos minimos: Bellman-Ford

Dados: grafo D(V,E), matriz de distancias W, onde w(i,j), para cada aresta
(iy) €
E,1<ij<n.
c(0,1):=0
parai = 2,...,n efetuar
c(0,i) := o0
para {=1,...,n — 1 efetuar

para k = 1,...,n efetuar
c(€,k) := min{c(€ — 1,k),min__{c(€ — 1,i) + w(i,k)}}



Através do armazenamento dos indices i minimizantes da expressao de
c(€,k), € possivel construir os caminhos minimos propriamente ditos, aém
de seus comprimentos.

Como exemplo, seja o grafo da Figura 7.6(a), fornecido como entrada
para o Algoritmo 7.2. Os numeros representados junto as arestas
representam as respectivas distancias entre os vértices correspondentes.
Assim como anteriormente, a distancia de um veértice v para v é oo, sempre
que (v,v) €/ E. O algoritmo calcula a matriz C, conforme descrito na
Figura 7.6(b). Os comprimentos dos caminhos minimos de v, para todos os
vértices de D sao dados pela ultima linha da tabela, que corresponde aos
comprimentos ¢(5,1),...,c(5,6).

A determinacdo da complexidade é imediata. O algoritmo calcula
c(€,k) para £ =0,1,...,n — 1 e k = 1,...,n. Assim sao n’ valores. Para cada
c( £ ,k) calculado, o algoritmo pode efetuar O(n) comparacoes,
correspondentes a minimizagdo min. Logo, a complexidade final é O(r’).

\ ‘»’r T
V] 3 V. Vp | V2 | U3 | Vg | U5 | Vg

‘.21' "J' l \
2 0 1 0 0 |co|oo|oo|o0 |0
v -1 1 v 1 [ 0| -2 00 | 00 | 00 1
s o 2 021 o031
by 0 g 3 _JOo[-2[1[1[3]0
Vs 3 Vs 4 1012/ 1/1/30
2 01]-2]1 1 -3 0
(a) Grafo D (b) Matriz dos caminhos minimos

Figura 7.6: Exemplo para o algoritmo de Bellman-Ford
Uma ligeira variacdo deste algoritmo pode ser implementada em
complexidade O(nm), ao invés de O(n’). Para tal, na minimizacdo, ao invés
de percorrer todos os valores 1 < i < n, basta considerar os valores de i, tais
que (v,v,) é uma aresta de D (Exercicio 7.9).

7.5 O Algoritmo de Floyd

Esta secdo é dedicada a descrever o algoritmo de Floyd, o qual determina os
comprimentos dos caminhos minimos entre cada par de vértices de um
digrafo D(V,E), onde cada aresta (v,v) € E é associada uma distancia w(i,j),
representada por um numero real. Por convengdo, se (v,v) €/ E entdo w(i,j)
= 00, Os valores w(i,j) compoem a matriz de distancias W, de dimensao n X



n. Embora D possa conter distancias negativas, supomos que nao ha ciclos
de comprimento negativo em D, caso de costume.

Utilizamos a seguinte terminologia. Se v,,...,v, ¢ um caminho C no
digrafo D, os vértices v,v, sdo denominados extremos de C, enquanto que
V,,...,V, ,Sd0 0s vertices internos de C.

A ideia basica do algoritmo de Floyd consiste em determinar o
caminho minimo C do vértice v, para o vértice v, com a restrigao de que os
vértices interiores a C pertencem todos a um subconjunto I = {v,...,v} & V.
Partindo de I = @, a estratégia consiste em incrementar, passo a passo, 0O
tamanho de I, até atingir o valor I = V. Nesta ultima condi¢dao, o caminho
minimo encontrado ndo possui restricdo, e portanto representa o valor
procurado.

Da mesma forma como nos algoritmos anteriores, o algoritmo
determina os comprimentos dos caminhos minimos, e ndo os caminhos
propriamente ditos. Mas estes ultimos podem ser encontrados a partir dos
calculos realizados pelo algoritmo.

Representamos por c(i,j,k), o comprimento de caminho minimo do
vértice v, ao vértice v, com a restricdio de que seus vértices interiores
contenham apenas vértices do conjunto {v,...,v.}. Assim sendo, c(i,j,0) é
comprimento do caminho de v,a v, restrito somente a aresta (v,v), se existir.
Na direcdao oposta, c(i,j,n) representa o comprimento do caminho minimo
de v,a v, sem restrigdes, isto €, representa o valor procurado.

A estratégia descrita conduz, novamente, a equacOes de recorréncias
que formardo a base para um algoritmo de programacao dinamica.
Iniciando com k = 0, os valores c(i,j,0) correspondem exatamente a matriz
de distancias W, isto é,

c(i,j,0) = w(i,j),paral <i,,<n.

Para k > 0, ha duas alternativas, para c(i,j,k), A primeira considera
caminhos minimos sem conter o vértice v, isto €, cujo comprimento € c(i,j,k
— 1) Na segunda alternativa o caminho minimo contém necessariamente o
vértice v, e portanto é formado pela concatenagao de dois subcaminhos, um
de v para v,_ e outro de v, para v. Ambos devem ser minimos, caso contrario,
o caminho de v.a v ndo seria minimo. Além disso, os vértices interiores de



ambos estdo no subconjunto {v,,...,v,_}. Nestas condicoes, c(i,j,k) sera igual
ao valor c(i,k,k — 1) + c(k,j,k — 1).

1
: c(ij) c(ik)
b X X
clkj)
n

Figura 7.7: Matriz W_,

As observacOes anteriores justificam a formulacdo das seguintes
equacoes de recorréncia.

— w(i,j) sek = 0. Caso contrario
clt, j.k) = .
i min{e(i, 5,k —1),e(i, k,k— 1) + ek, 5.k — 1)}

para k = 1,...,n.

Partindo da matriz W,:= W, o processo apresentado computa uma nova
matriz W, em cada passo, a qual contém os comprimentos dos caminhos
minimos c(i,j,k), utilizando a matriz W_. A matriz final W contém o
resultado do problema, isto é, os comprimentos dos caminhos minimos
desejados entre cada par de vértices v,v € V.

Um aspecto importante deste método é que basta armazenar uma tnica
matriz ao longo de todo o processo. No caso, a matriz W, substitui a matriz
W _. simplesmente pela atualizacdo de alguns de seus valores. Isto &,
considerando a linha k e a coluna k na matriz W_, um elemento c(i,j) da
matriz W_, tera seu valor alterado em W, se e somente se c(i,j) > c(i,k) +
c(k,j), em W_. Neste caso, c(i,j) assume o valor c(i,k) + c(k,j) em W,_. Ver
Figura 7.7.

Algoritmo 7.3: Caminhos minimos: Floyd
Dados: grafo D(V,E), matriz de distancias W, onde w(i,j), para cada aresta
(ij)€E 1<ij<n.
para k = 1,...,n efetuar
parai = 1,...,n efetuar



paraj = 1,...,n efetuar
w(i,j) = min{w(i,j),w(i,k) + w(k,j)}

O Algoritmo 7.3 implementa a ideia. £ dado o grafo G e a matriz de
distancias W. O algoritmo computa o comprimento do caminho minimo
c(i,j) entre cada par de vértices v,v.de G. O algoritmo, possivelmente, altera
a matriz W, de modo que ao final do processo o elemento i,j da matriz é o
comprimento do caminho minimo desejado.

Como exemplo, seja determinar os comprimentos dos caminhos
minimos entre cada par de vértices do grafo representado na Figura 7.8,
através do algoritmo de Floyd. Para descrever a computacdo do algoritmo, a
Figura 7.9 ilustra as matrizes W, 0 < k < n = 4, onde W é igual a matriz de
distancias, W de G, e W representa a matriz que contém os valores c(i,j,k),
obtida ao final de cada iteracao k, do laco mais externo.

V)
®
<€ \
% » -1
y | 2\ < ‘
V]l/\ 3 ‘0V4
pa
2‘ 4V /-2
®
Vs

0 1 2 0o 1 2 0o 1 2 0
oo 0 3 -1 ~x 0 o« 0 3 -1
o oo 0 =2 co oo 0 -2 <o oo 0 -2
c© 2 oo 0 oo 2 oo 0 ©x 2 5 0
(a) W, () W, (c) W,

0o 1 2 0 0 aq 2 0

oo 0 3 -1 oc 0 3 -1

oo oo 0 -2 o< 0 0 -2

oo 2 5 0 o 2 5 0

(d) w; (e) W,

Figura 7.9: Computacdo das matrizes da Figura 7.8



A determinacdao da complexidade do algoritmo €é imediata. O
algoritmo consiste na execucdo de trés lacos, cada qual com n iteracoes,
onde o primeiro lago contém o segundo e este contém o terceiro. Logo, a
complexidade é O(n°).

Finalmente, mencionamos que para determinar os caminhos minimos,
propriamente ditos, a estratégia consiste em manter uma matriz que
armazena os antecessores dos vértices nos caminhos minimos obtidos até
entdo. Esta matriz é modificada toda vez que a atribui¢dao do algoritmo é
efetuada (Exercicio 7.11).

w(i,j) = w(i,k) + w(k,j)

7.6 k-ésimos Caminhos Minimos

Existem diversas situacoes em que ha necessidade da determinacao do
segundo, terceiro, etc., de um modo geral do k-ésimo caminho de
comprimento minimo no grafo. De acordo com o Lema 7.1, existe sempre
um caminho (sem vértices repetidos) cujo comprimento ¢ minimo, dentre
todos os passeios existentes entre estes vértices. Contudo, esta situacao nao
se aplica para k-ésimos caminhos minimos, onde k > 1. Ja para k = 2, o
segundo passeio de comprimento minimo entre os vértices especificados
pode conter vértices repetidos e, nesse caso, constitui um passeio e ndo um
caminho. Ou seja, o comprimento do segundo passeio minimo, com vértices
repetidos, pode ser menor do que o comprimento do segundo caminho
minimo, onde ndo aparecam veértices repetidos. Nesta secdo, trataremos de
caminhos onde possivelmente podem aparecer vértices repetidos. Na
realidade sdo passeios, mas para facilidade de expressao serdo denominados
de caminhos.

Assim, nesta secdo serdo apresentados algoritmos para a determinacao
dos k-ésimos caminhos minimos de um grafo, k > 1, com possiveis vértices
repetidos. Como sempre, o grafo sera dado por sua matriz de distancias.
Estas podem ser positivas ou nao. No caso de distancias negativas,
consideramos a restricdo usual da inexisténcia de ciclos de comprimento
negativos.

Representamos por D(V,E) o grafo direcionado, onde cada aresta (v,v)
possui distancia w(i,j). O conjunto das distancias constitui a matriz de



distancias W. Consideramos o problema de determinar o k-ésimo menor
caminho de um vértice fixo v, € V, para todos os demais v € V, k > 1.
Observe que inclusive os vértices v e v podem ser repetidos.

Para simplificar o processo, estabelecemos o seguinte critério de
desempate, para o caso de k-ésimos caminhos minimos. Se C e C' sdo
caminhos distintos e de mesmo comprimento entre dois vértices de D,
aquele que seja menor lexicografico sera considerado o minimo dos dois.
Este critério se estende para qualquer k > 1.

O seguinte conceito € relevante para o tratamento do nosso problema
de k-ésimos caminhos minimos. Consideramos, inicialmente o caso k = 2.

Seja C(i,j) o caminho minimo do vértice v,até v. Um desvio de C(i,j)
relativo em um vértice v. € C(i,j) é um caminho C' formado pela
concatenagao do subcaminho de v.a v em C(i,j), seguido da aresta (v,v ) ndo
pertencente a C(i,j) e seguido do caminho minimo de v a v.

Observamos que apesar do caminho minimo entre dois vértices nao
conter vértices repetidos, um desvio deste caminho pode conter.

Como exemplo, o caminho C de comprimento 4 formado pelos
vértices v,v,v,v,v, € o caminho minimo do vértice v, ao vértice v, no
digrafo da Figura 7.10. Um desvio de C, relativo a aresta (2,6) de C, é
formado pela concatenacao (i) do caminho v,,v,v,, (ii) da aresta (v,v,), e (iii)
do caminho v,v,v, 0 qual é minimo de v,a v,, de acordo com os critérios de
desempate utilizados. Assim, o desvio C' obtido é o caminho v,v,,v,,v vV,
de comprimento 5, onde o vértice 2 aparece repetido.

3 2 2
< 208
1 3
) -1 y
-1 e v 1
° 9
5 4 6

Figura 7.10: Exemplo para desvios

O teorema seguinte estabelece a aplicacio dos desvios na
determinacao de k-ésimos caminhos minimos.

Teorema 7.2



Seja C(i,j) o caminho minimo de um vértice v.€ V ao vérticevE V,e C' #
C(i,j) um outro caminho de v,a v. Entdo C' é o segundo menor caminho de
v.a v se e somente se C' é um desvio de C(i,j), com o menor comprimento

entre todos os desvios de C(i,j), e C' é o menor lexicografico dentre os
caminhos de v,a v que possuem o mesmo comprimento que C'.

Prova Por hipotese, C' é o segundo menor caminho de v, até v. Seja C'
formado pelos vértices w,w,,...,w,, onde w,= v.e w, = v. Seja w,,...,w, a
sequéncia comum, a partir de v, entre C' e C(i,j) com comprimento
maximo. Isto e, (w,w,), (W,w,), ..., (w_,w), p < £, sdo as arestas dos
prefixos comuns entre C' e C(i,j), mas (w,w ) é aresta de C', mas ndo de
C(ij). Examinemos o subcaminho C" < C', formado pelas arestas
w,w_),...(w, ,w,). Entdo C" necessariamente coincide com o menor
caminho de w ,a w,. Pois, caso contrdrio, o caminho formado por
W,...,W,w  seguido pelo caminho minimo de w,_, a w, teria comprimento
menor do que C'. Essa ultima condigdo, ou contraria C(i,j) como o menor
caminho entre v,e v, ou C' como o segundo menor caminho entre esses
vértices. Entdo C" coincide com o segundo menor caminho de w , a w,. Isto

é, C' é um desvio de C(i,j). Como C" é o segundo menor caminho, este
desvio € o de menor comprimento. A prova da reciproca € similar.

Para k-eésimos caminhos, k > 2, utilizamos a seguinte generalizacao do
conceito apresentado.

Inicialmente, seguindo uma notacgdo ja utilizada no presente capitulo,
seja

C(j) = k-ésimo caminho minimo de v,até v,
¢ (j) = comprimento de C (j)

Conforme ja observado, C (j) é tnico, pois entre k-ésimos caminhos de
mesmo comprimento, o menor lexicografico sera considerado o minimo
entre eles. Assim, cada C(j) termina por uma (unica) aresta (i,j), i # j. Isto é,
seja

#,(i,j) = numero dos k’-ésimos caminhos de v,até v, que terminam



na aresta (i,j), para k' = 1,2,...,k.

Isto é, #(i,j) representa o nimero de vezes em que a aresta (i,j) é a
ultima em cada um dos caminhos minimos, do primeiro ao k-ésimo, desde
v,av.

O parametro acima sera util na determinacao de k-ésimos caminhos. Se
computarmos 0s k-ésimos caminhos para valores crescentes de k, este
parametro pode ser facilmente calculado mediante

o {,':k_lfi_j} + 1, se Ci(j)termina na aresta(i, j)
k(2. 7) =

#1._1(1, j), caso contrario,

definindo-se #,(i,j) = 0, para todo par de vértices v,y € V.

Com esses elementos, podemos agora formular uma solucdo através de
programacdo dinamica, para o problema de encontrar k-ésimos caminhos
minimos, do vértice v, para todos os demais, do seguinte modo.

Inicialmente, utilizando algoritmos descritos nas secOes anteriores
deste capitulo, determinar o caminho minimo

C,(j), para todo vértice v, e seu comprimento c,(j)

Para valores crescentes de k > 1, o comprimento c(j) é calculado
mediante

¢,(j) = min, {c.* (i) + w(ij)}, ()
onde k* = #— (i,))

Para justificar a equacao (*) anterior suponha que C(j) termina na
aresta (i,j). Entao #_(i,j) representa o numero de vezes em que a aresta (i,j)
foi a dltima no universo dos caminhos minimos {C (j),C(j),...,C ()}
Como o ultimo caminho minimo de v,a v que utilizou esta aresta foi C,* (),
o proximo devera ser C * _(j), o qual ainda ndo foi determinado. Para obter
0 seu comprimento, basta somar a distancia w(i,j) ao comprimento c (i)
do subcaminho de C (j), desde v,até v.



Em outras palavras, sabemos que a aresta (i,j) ja foi utilizada k% =
#_(i,j) vezes em caminhos minimos de v, a v, ja determinados. Entdo o
subcaminho de v,a v em C(j) também ja foi utilizado k* vezes, e todos
devem ser distintos e crescentes no comprimento. Assim, para determinar
C(j), o subcaminho de v, a v deve ter comprimento c % _(i). Veja a Figura
7.11. Como ndo conhecemos a priori qual vértice v antecede v.em C(j), uma
alternativa é tentar todas as possibilidades, conforme a equacao ().

V; Vi Vi
S >0 Y ces ° >e
Cy yip+1() w(i,j)
)

Figura 7.11: Equacao (%)

Resta ainda uma questdo importante. Para que o calculo do
comprimento ¢,(j) do k-ésimo caminho minimo de v, a v possa ser realizado
de maneira eficiente, através da equacdo de programacdo dinamica (%), é
necessario que todas as variaveis do lado direito da equacdo estejam ja
calculadas, antes do calculo de c(j). A computagao de k*x = #_(i,j) €
facilmente obtida, pela equacao descrita. Recordamos que a computacao se
desenvolve para valores crescentes de k, isto é, k = 1,2,... . Por hipotese,
C,(j) termina com a aresta (i,j). Sabemos que k* + 1 < k. Entdo se kx + 1 <
k, concluimos que c * _(i) certamente estara ja calculado, quando do calculo
do c(j), e portanto ndo representa um problema. Quando k% + 1 = Kk,
utilizaremos o critério descrito a seguir.

Para cada vértice v, € V', denote por |C(j)| o numero de arestas do
caminho minimo de v, até v, isto €, considerando k = 1. Denote por ORD, a
sequéncia de vértices de V', em ordem ndo decrescente dos valores |C (j)|-
Isto €, se v,e v sdo vértices tais que |C,(i)] < |C(j)|, entdo v, precede v em
ORD

O lema seguinte estabelece a ordem em que os veértices v, devem ser
calculados para a computagao de c(j), k > 1.

1°

Seja a determinacdo de c,(j), através da equagdo (%), k > 1. Suponha
que <) ja tenha sido calculado para todos os valores k' < ketodov € V.
Seja (v,v) a ultima aresta em C,(j), e k* = #_(i,j).



Lema 7.2

Seja k = kx + 1. Se os comprimentos c(j) forem calculados sequndo a
ordenagdo dos vértices ORD,, entdo os valores c % (i) ja terdo sido
determinados, quando do cdlculo de c (j), através da equagdo ().

Prova Como k* =#_(i,j) e k= k* + 1, concluimos que (i,j) é aresta final de
todos os caminhos minimos, desde o primeiro até o k-ésimo, de v, até v.
Como consequéncia, e em particular, o numero de arestas |C0(i)| dos
caminhos minimos de v, até v é uma unidade menor do que o numero de
arestas |C0(j)| dos caminhos minimos até v, 1 < k' < k. Portanto, se 0s
comprimentos dos k-ésimos caminhos minimos c(j), k > 1, forem
calculados pela equagdo de programagdo dindmica (%), de forma que v,
obedeca a ordenagdo de ORD,, o comprimento c (i) ja teria sido calculado,
quando do calculo de c(j).

O algoritmo ja pode ser agora formulado. A entrada é o digrafo
D(V,E), onde V = {v,...,v }, e cada par de vertices v,v € V possui uma
distancia associada w(i,j). E dado também um inteiro k > 1. O algoritmo a
seguir encontra o k-ésimo menor caminho de v, para cada vérticev € V.

A complexidade do Algoritmo 7.4 é imediata. Para a determinagdo do
caminho minimo de v, para cada v € V', utilizamos um dos algoritmos das

secOes anteriores. A complexidade, portanto, é O(n’) ou O(n*), dependendo
se no digrafo dado ha arestas de distancias negativas, ou nao. Para cada k' =
2,...,k, sdo efetuadas O(n’) computacoes.

Algoritmo 7.4: k-ésimos caminhos minimos
Dados: grafo D(V,E), matriz de distancias W, onde w(i,j), para cada aresta
(i,j) € E, 1 <i,j<n,einteiro k > 1.
determinar o caminho minimo C (j), o nimero de arestas |C(j)|, e o
comprimento
¢,(j), de v,para cadav € V
determinar a ordenagdo ORD, dos vértices v € V, segundo valores ndo

decrescentes
dos numeros de arestas |C (j)|.



para cada aresta (v,v) € E efetuar
se C(j) termina em (v,v) entao
#(i,)) =1
caso contrario
#(i,j):=0
para k' = 2,3,...,k efetuar
para v = ORD (1),0ORD,(2),...,ORD (n) efetuar
min := 400
parav,€ V- {v} efetuar
kx := #(i,j)
se c X (i) + w(ij) < min entao
min := ¢ k(1) + w(i,)
ultima := (i,))
¢,0(j) := min

#(altima) := #(ultima) + 1

Portanto, a complexidade total é O(kn®), além da computacao de todos os
caminhos minimos do vértice origem v, para todos os demais.

Quanto ao espaco consumido, observe que é necessario armazenar 0s
comprimentos ¢,0(j), para cada v € Ve k' = 1,2,...,k. Além disso, os valores
#(i,j), para cada aresta (v,v) € E. Portanto, além do digrafo D e das
distancias w(i,j), € necessario espaco adicional para armazenar O(kn)
comprimentos de caminho, e O(m) valores #(i,j).

Como exemplo de aplicacdo do Algoritmo 7.4, considere o digrafo da
Figura 7.12, com os valores das distancias assinalados nas arestas. E dado o
valor k = 3, e 0 objetivo é determinar todos 0s terceiros menores caminhos
de v para todos os vértices. Na inicializacdo, sdo determinados os seguintes

parametros.
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1 Y
1 1
\Z
04 Jo
V; 4 V3

Figura 7.12: Exemplo para o Algoritmo 7.4
C(@1):={v}|C(1)|:=0;c(1):=0
C(2):=v,v;|C(2):=1;c(2):=1
C@3):=v,v,v,;|C(3) :=2;,c(3):=3
ORD,:=v,v,v,

#(1,2) := 1;#(1,3) .= 0;#(2,3) := 1
#(2,1) := 0;#(3,1) := 0;#(3,2) :=0

No laco principal do algoritmo, sao calculados:
k=2

v=1 = minimizante: v.=2 = ¢ (1) := 2;#(2,1) := 1
v,= 2 = minimizante: v.=1 = ¢,(2) := 3;#(1,2) := 2
v.=3 = minimizante: v.=1 = ¢,(3) := 4;#(1,3) := 1

k'=3

v=1 = minimizante: v.= 2 = ¢ (1) := 3;#(2,1) := 2
v,= 2 = minimizante: v=1 = ¢,(2) := 4;#(1,2) := 3
v.= 3 = minimizante: v.= 2 = ¢,(3) := 4;#(2,3) := 2

7.7 k-ésimos Caminhos Minimos Simples

Nesta secdo, trataremos também de algoritmos para a determinacdo de k-
ésimos caminhos minimos, em grafos sem ciclos negativos. Desta vez,
contudo, exigindo que os caminhos sejam todos simples, isto é, sem
vértices repetidos. Recordemos que no caso k = 1 o caminho minimo entre
dois vértices de um grafo ndo contém vértices repetidos, mas a partir de k >
1, o k-ésimo caminho minimo pode conter. Ao longo da presente secdo, nos
restringimos entdo a caminhos simples.



Similarmente a secdo anterior, representamos por D(V,E) um grafo
direcionado, e, M, a sua matriz de distancias. Para um inteiro positivo Kk,
nossa questao consiste em determinar o k-ésimo caminho simples de
comprimento minimo do vértice origem v, ao vértice destino v.
Representamos este caminho por C(j), e seu comprimento por c(j). O
caminho C(j) € unico, pois se dois caminhos possuirem comprimento
idénticos, escolhemos o menor lexicografico entre os dois, para representar
0 minimo.

Para caminhos gerais, ndao necessariamente simples, o Teorema 7.2
estabeleceu que o segundo menor caminho entre dois vértices de D é um
desvio do caminho minimo entre eles. Estenderemos este resultado, para o
caso de k-ésimo caminho minimo simples, k > 1 utilizando o conceito
abaixo.

Seja C,(j) o k-ésimo caminho minimo simples de v, para vem D. Seja v,
# v, um vértice pertencente a C (j). Um desvio simples de C(j), relativo ao
vértice v € C(j), denominado base do desvio é um caminho 6 formado pela
concatenacao dos caminhos C'e C", assim definidos

1. C' denominado prefixo € o subcaminho de v,av_ em C (j).

prefixo
% v, 7 v %
Vi V) p-1 P J-1 J
o >0 ° > - @ >e

base

| ()
Figura 7.13: Desvio simples relativo a C(j)

2. C" denominado sufixo é o caminho minimo de v a v, com as
seguintes restricoes.

(a) Os vértices de C' ndo pertencem a C"'.

(b) A aresta (v,v ) ndo pertence a C".

Ver a Figura 7.13.
Quando k = 1, por convencao, definimos que a base de C (j) é o vértice
v. O teorema seguinte ilustra a aplicacdo de desvios simples na

determinacao de k-ésimos caminhos simples.



Teorema 7.3

Seja C(j) o k-ésimo caminho simples de v, a v, k > 1. Entdo o k-ésimo
caminho minimo simples de v, a v, é um desvio simples de C0(j), para
algum k' tal que 1 < k' < k. Além disso, C0(j) é o desvio simples de menor
comprimento entre todos os desvios de C,0(j), ndo utilizados nos caminhos
minimos para valores menores do que k.

Prova A prova é por indugdo em k. Para k = 1, ndo ha o que provar. Para k
> 1, suponha o teorema vdlido para qualquer inteiro até k —1. Isto é, por
hipétese, o i-ésimo caminho minimo simples C(j) de v, a v, coincide com
algum desvio simples CO(j), para 1 < i'" < i < k. Entdo os desvios
correspondentes também sdo minimos, em ordem crescente. Seja 8,0 desvio
correspondente a C(j), denote por A o conjunto de todos os desvios de
CO0(j), para todos os valores de i' < i. Entdo o conjunto dos i-ésimos, i > 1,
caminhos minimos {C,...,C} correspondem aos i — 1 desvios minimos
contidos no conjunto A, i > 1. O objetivo agora é mostrar que o k-ésimo
caminho minimo simples C (j) € um desvio contido em A. Observe também
que os k — 2 menores desvios contidos em A_ja foram usados, pois
correspondem aos caminhos minimos {C,...,C_}. Mais especificamente
mostramos a seguir que C (j) coincide com o desvio minimo simples contido
emA—-{C, .. C_}.

Seja 6 o desvio minimo simples v,v,,...,v ,...,v, contido em A — {C,, ...,
C_,}. Entdo 6 é um desvio minimo simples de algum caminho C(j), 1 <i <
k. Como 6 e C(j) sdo ambos caminhos de v,a v, eles coincidem do vértice
inicial v, até um certo vértice v, p > 1. Se p = j concluimos que & e C(j)
coincidem, o que prova o teorema. Suponha entdo que p < j. Comparemos 6
e C(j). Suponha que o comprimento de 6 seja maior do que o de C(j).
Considerando que todo caminho simples de v para v, corresponde a algum
desvio simples de um caminho C0(j), para algum valor de i', a alternativa
c(6) > c(C(j)) implica que C(j) ndo seria o k-ésimo caminho simples
minimo, mas sim algum k-ésimo caminho minimo, para k' < k, que ja foi
computado, uma contradigdo. Por outro lado, se o comprimento de ¢ for
maior que o de C(j), implica a existéncia de um desvio de algum CQ0(j), kK’
< k, de comprimento menor do que 6, uma outra contradi¢cdo. Logo, 0s



comprimentos sdo iguais. Consequentemente, os comprimentos de 6 e de
C (j) coincidem, logo 6 e C (j) também coincidem.

A prova do Teorema 7.3 sugere um algoritmo para determinar k-
ésimos caminhos, o qual, em linhas gerais é o seguinte.

Dados digrafo D(V,E), sua matriz de distancias, vértices v,v € V e um
inteiro k > 1, inicialmente determinar o caminho minimo C(j), de v, para v,
e definir um conjunto A, com valor inicial vazio. A ideia basica consiste em
determinar todos os desvios simples do caminho simples C,_(j), de v,para v,
e inclui-los em A. Em seguida, selecionar o menor desvio 6__contido em A,
definir C(j) := §__, e remove-lo de A. Este processo deve ser repetido para
cada valor de i, 2 < i < k. Para que o processo esteja correto, e ndo ocorram
repeticoes de desvios em A, é necessario que os desvios gerados a partir de
C_(j) e incluidos em A, ndo sejam desvios de CO(j), i' < i. Para alcangar
este objetivo basta restringir os desvios de C_(j) aqueles que possuam bases
a partir da base de C_(j). Isto ¢, se v,,...,v ,...,v sdo os vértices C_(j) ev € a
base de C_(j), entdo os desvios a serem computados de C_(j), para inclusao
em A, devem se restringir a bases v,v _,...,v_, respectivamente. Aqueles
desvios com bases v,...,v  certamente ja foram incluidos em A, em
iteracOes anteriores. Desta maneira, além do caminho minimo C _(j) é
necessario conhecer o seu vértice base v. Além disso, certas arestas com
origem v ja podem ter sido consideradas em caminhos minimos anteriores
com o mesmo prefixo v,,...,v.. Desta forma, além de v é necessario conhecer
quais veértices v' € N'(v) ja participaram de caminhos minimos deste
mesmo prefixo. Seja N' (v) & N°(v)) o conjunto de tais vértices os quais
devem ser considerados nas futuras computacoes. Por este motivo, cada
elemento do conjunto A, passa a ser constituido de uma tripla (6,v,N' (v.)),
que sera utilizada para a geracdo de caminhos minimos futuros. Ha j —p
bases possiveis v,...,v_ , a serem consideradas para os desvios de C_(j).
Para q = p,p + 1,...,j — 1, construimos o grafo D, obtido pela remogéo de
certos vertices e arestas de D, do seguinte modo. O grafo D _é construido a
partir de D, removendo-se os vértices v,,...,v_, e as arestas (), para todo
vy € N'(vg) € N(va), O conjunto N'(v,) é definido como:



N'(vg) := {;\’1“'3":' U{vps1}, sep=gq

{vg+1}, caso contrario

O desvio relativo a base v, € obtido concatenando-se o prefixo v,,...,v, ,
ao caminho minimo de v, a v, no grafo D_. Este desvio e a base v, sdo
adicionados ao conjunto A. Observe que se ndo existir caminho em D, entre
v.e v, entdo ndo ha desvio relativo a v.. Ao final da iteragdo g—j-1, A
contém os desvios necessarios para a determinacdao de C(j). Encontrar o
desvio minimo §_armazenado em A, remové-lo de A e definir C(j) := 6_ .
Incrementar o valor de i, e repetir o processo.

O Algoritmo 7.5 descreve o processo.

Para determinar a complexidade do Algoritmo 7.5, observe que para
cada valor de i = 1,...,k, sdo realizados, no maximo, j — 1 computacoes de
caminhos minimos de v a v, onde v é a base de C_(j) e j = |C_,(j)|. Como j =
O(n), sao realizadas, no pior caso, O(kn’) passos para o calculo de todos os
caminhos minimos. O tamanho maximo que A pode atingir € O(kn), pois
para cada valor de i = 2,...,k sdo inseridos até n triplas (6,v,N' (v))) em A, no
maximo. Assim a determinacdo dos desvios minimos bem como as demais
operacoes sao dominadas, em complexidade, pelo calculo dos caminhos
minimos. A complexidade final é, entao O(kr’).

Algoritmo 7.5: k-ésimos caminhos simples minimos
Dados: grafo D(V,E), matriz de distancias W, onde w(i,j), para cada aresta
(ij) € E, 1 <i,j<n,einteiro k> 1.
C,(j) := caminho minimo em D, de v,para v,
A:=(C(),v,D)i=1
enquanto A # @ e i < k efetuar
(6,v,N (v)) := tripla € A cujo comprimento de 6 é minimo
A:=A-A{(6,v,N(v))}
C(j):=6
V,V ...V, .= sufixo de 8, onde v é a base
para g = p,...,j — 1 efetuar
D, := grafo obtido de D, pela remogdo dos vértices v,,...,v_ e arestas
do



conjunto 1(va: vg)|vg € N'(vg)}

o " ;\.’!{ f'p} U {l‘“H 1 } sep=4q
,\“;,]' = : s
{vg+1}, caso contrério
se existir caminho de v,a v no grafo D entdo

r.— _

C:=V,.,V-,

C" := caminho minimo de v av, em D,

6:=C|C

A:=AU{G6,v,N'(v)}

=i+l

se i = k entao
C(j) é 0 k-ésimo caminho simples minimo de v,a v,
caso contrario
D ndo contém k caminhos simples de v,a v,

Como exemplo de aplicacdo do Algoritmo 7.5, seja o grafo da Figura
7.12, utilizado no exemplo do Algoritmo 7.4, da secdo anterior. Seja dado o
valor k = 2, e o objetivo é determinar o segundo caminho minimo simples
de v para v,. Portanto, devemos determinar C(3) e C,(3). O algoritmo entdo
efetua as seguintes computagoes.

Inicialmente, computa o caminho minimo v,v,v, de v, a v,. Ha duas
iteracOes correspondentes ao bloco externo enquanto, parai = 1 e i = 2.
Inicialmente, obtém-se o caminho minimo C/(3), e realizam-se duas
iteracOes do bloco para q = p,p+1,...,j—

1. Na primeira delas, é construido o caminho minimo v,v, no grafo D,
obtido de D pela remocdo da aresta (1,2). Este caminho sera atribuido a
C,(3) na iteracdo seguinte, que finaliza o processo.

7.8 Deteccao de ciclos negativos

Ao longo do presente capitulo, nos algoritmos descritos, foi explicitamente
ressaltado que os grafos considerados ndo poderiam conter ciclos de
comprimento negativo. O motivo de tal restricio é que o caminho minimo
de um vértice v, para v, no grafo considerado tera comprimento —o, caso



exista algum caminho entre v, e v que passe por um ciclo negativo. Portanto,
torna-se importante verificar se o grafo contém um ciclo negativo. Este é o
objetivo da presente secao.

Uma outra motivacao desta natureza é o fato de que embora o caminho
minimo de v, para v, possa ter comprimento —oo, permanece de interesse a
determinacdo de caminhos minimos simples, isto é, que ndao contenham
ciclos, mesmo na presenca de ciclos negativos. Este caminho existe e seu
comprimento € finito, desde que exista algum caminho de v,a v. Contudo, a
presenca de ciclos de comprimento negativo no grafo faz com que a
determinagdo do caminho simples minimo de v, para v, seja um problema
para o qual ndo sdao conhecidos algoritmos eficientes, de complexidade
polinomial. Na realidade, este ultimo problema ¢é da classe NP-completo,
assunto a ser abordado no Capitulo 9. Assim, torna-se importante conhecer,
de antemado, se o grafo dado contém ciclos de comprimento negativo.

Consideramos o digrafo D(V,E), em que as distancias entre pares de
vértices, sejam quaisquer, inclusive negativas.

O método mais conhecido para resolver o problema de deteccao de
ciclos negativos, consiste em uma extensao do algoritmo de Bellman-Ford,
da Secdo 7.4. Este ultimo determina os caminhos minimos do vértice v.€ V
para cada v € V, caso nado existam ciclos de comprimento negativo, em D.
A solugdo é o método de programacao dinamica descrito no Algoritmo 7.2,
0 qual determina o valor do comprimento minimo c(£€,k) do caminho de v,
até v, contendo no maximo ¢ arestas. O algoritmo calcula esses
comprimentos para £ = 0,..,n —1ev &€ V, e o valor c(n - 1,k) é o
comprimento do caminho minimo de v, a v. O objetivo da extensdao do
algoritmo de Bellman-Ford, a ser apresentada, é determinar o caminho
minimo de um vértice escolhido como origem para todos os demais vértices
do grafo, caso este ndo contenha ciclos negativos. Caso contrario, se o grafo
contiver algum ciclo negativo, reportar a sua existéncia.

Para cumprir esse objetivo, a ideia é considerar o nosso problema nos
seguintes grafos, aparentemente mais restritos. Dado o digrafo arbitrario D,
definimos o digrafo D', denominado a expansdo de D, adicionando um
novo vértice a D rotulado como v, e arestas de v para cada vértice v # v, de
D-. Todas as arestas (v,v), i # 1, possuem distancias nulas. Veja Figura
7.14. Representamos por V , o conjunto de vértices de D, e n a sua
cardinalidade |V |. A ideia consiste em resolver o problema no grafo D", ao



invés do grafo D. Isto é possivel porque os dois grafos possuem,
exatamente, os mesmo ciclos, conforme o Lema 7.3.

D
(] [ ] oo (] o
» > P | <
0 O 0 o
\.‘/}

Figura 7.14: O grafo D*

Lema 7.3

Seja D um digrafo e D" a sua expansdo. Entdo os conjuntos de ciclos de D e
D coincidem. Em particular, D contém um ciclo negativo se e somente se
Do contém.

Prova D e D'diferem apenas pelo vértice v,, que pertence a D', mas ndo a
D. Como v,possui grau de entrada nulo, ele ndo participa de qualquer ciclo

de D. Entdo os conjuntos de ciclos de D e D coincidem, em particular,
aqueles que possuem comprimento negativo.

Para verificar se D contém ciclos negativos, utilizamos o Algoritmo
7.2, aplicado ao grafo D*. O proposito é determinar os valores c(€,k), desta
vez, porém, permitindo que o parametro £, que consiste no nimero de
arestas contidas no caminho minimo de v para v.em D', possa alcancar até o
valor £ = n, ao invés de estar limitado a £ = 0,...,n—1. O restante do
algoritmo permanece exatamente 0 mesmo.

Ha um critério bastante simples para verificar se D’, e portanto D,
possui um ciclo negativo. Inicialmente, recordamos que o comprimento de
um caminho minimo de v, para um vértice v, que pertenga ou seja
alcancavel de um ciclo negativo, e cujo caminho contenha uma quantidade
arbitrariamente grande de arestas, € necessariamente igual a —oo. Tal
caminho faria um nimero também arbitrariamente grande de percursos no
ciclo, diminuindo cada vez mais o seu comprimento, até se dirigir ao vértice
final v. Recordamos também da Secdo 7.4 que, se o grafo ndo possui ciclos



negativos, entdo, o numero de arestas do caminho minimo de v, para
qualquer vértice v, € no maximo n-1, isto é, c(n—1,k) expressa o
comprimento deste caminho minimo. O critério para deteccdo de ciclos
negativos é dado pelo teorema seguinte.

Teorema 7.4

Seja D um digrafo, D' sua expansdo, n o ntimero de vértices de D' e c(£,k) o
comprimento do caminho minimo de v,para v.em D', contendo € arestas, no
maximo. Entdo D' contém um ciclo de comprimento negativo se e somente
se existir um vertice v, de D"tal que c(n,k) # c(n — 1,k).

Prova Para a condigdo necessdria, suponha que c(n,k) = c(n—1,k), para
todo vértice v. Mostramos que D' ndo contém ciclos negativos. Iremos
verificar o que ocorre para valores maiores do que n. O valor de c(n + 1,k)
pode ser calculado pela equagdo de programagdo dinamica do Algoritmo
7.2, a partir de c(n,k). Mas este ultimo é igual a c(n — 1,k), pela hipotese.
Assim teremos c(n + 1,k) = c(n — 1,k) Este argumento se aplica para
qualquer n' > n, ou seja, c(n',k) = c(n' — 1,k). Entdo v _ndo pertence ou ndo
alcanca qualquer ciclo negativo do grafo. Como a hipotese se aplica a todo
vértice v,, concluimos que D, e portanto D, ndo contém ciclos negativos.
Reciprocamente, suponha que D' contenha um vértice v tal que c(n,k)
# c(n — 1,k), o que implica c(n,k) < c(n — 1,k). Nesse caso, o caminho C
correspondente a c(n,k) contém n arestas. Entdo C contém pelo menos um
vertice repetido, ou seja, um ciclo C'. Suponha que C' ndo seja um ciclo
negativo. Se o comprimento de C' for nulo, removendo C' de C obtemos um
caminho de v,a v,, com menos do que n—1 arestas, e de comprimento menor
do que c(n — 1,k), pois o comprimento c(n,k) se mantém, um contradicdo.
Se o comprimento de C' for positivo, a sua remog¢do de C produzird um
caminho de v, a v, de comprimento menor do que c(nk), também
contradigdo. Logo, D' contém necessariamente um ciclo negativo.

O Teorema 7.4 implica diretamente um algoritmo para verificar se um
digrafo D contém ciclos negativos. Este procedimento se constitui em uma
ligeira variacdo do algoritmo de Bellman-Ford.



Seja D um digrafo com matriz de distancias W, definir um grafo D"
agregando a D um vértice v, e arestas (v,v), para cada vértice v de D, com
distancia w(v,v) = 0. A computacdo se desenvolve de acordo com a
formulacdo a seguir, através da computacao dos valores c(¥,k).

Algoritmo 7.6: Deteccdo de ciclos negativos

Dados: grafo D(V,E), matriz de distancias W, onde w(i,j), para cada aresta
(ij)€E,1<ij<n.

c(0,1):=0
para k = 2,...,n efetuar
c(0,k) :=

para { = 1,...,n efetuar
para k = 1,...,n efetuar
c(€,k) := min{c(€ — 1,k),min__{c(€ — 1,i) + w(i,k)}}
para k =1,...,n — 1 efetuar
se c(n,k) # c(n — 1,k) entao
parar: D contém ciclo negativo
parar: D ndo contém ciclo negativo

A complexidade do método apresentado é a mesma que a do algoritmo
de BellmanFord, ou seja, O(n’), admitindo a implementacdao em O(nm)
(Exercicio 7.9). O Algoritmo 7.6 descreve o processo.

Uma vez verificado, através do algoritmo, que o grafo D contém
algum ciclo negativo, pode ser necessario encontrar este ciclo. De acordo
com o Teorema 7.4, o grafo D' contém um vértice v, tal que c(n,v) #
c(n—1,v). Isto significa, de acordo com a prova desse teorema, que O
caminho de v até v _contém um ciclo negativo. Basta entdo determinar este
caminho através do armazenamento dos valores de i minimizantes da

expansao de c( € ,k) do algoritmo, previamente armazenados (Exercicio
7.15).

Como exemplo para o Algoritmo 7.6, seja o grafo D da Figura 7.15(a).
Inicialmente, adiciona-se o vértice v, e as arestas de v, para os demais
vértices, obtendo o grafo D", da Figura 7.15(b), e com os vértices rotulados,
e os valores das distancias, conforme indica a figura. Os valores de c(¢,k)
calculados pelo algoritmo encontram-se na Figura 7.15(c) e correspondem



aos comprimentos dos caminhos minimos de v, para v, contendo € arestas
no maximo, onde 0 < £ <5 e 1 < k < 5. Observe que para o vértice v, se
verifica c(4,2) = -3 e ¢(5,2) = =6. Como n = 5 e c¢(4,2) # c(5,2), sabemos
que o caminho minimo de v, a v,formado por exatamente 5 arestas contém
um ciclo negativo. De fato, este caminho é v,v,v,v,v,v, 0 qual contém o
ciclo negativov,v,v,v..

V3 V4
4 1 2 < be
0
1 2 v
3 1@ 1 4 2
0
o ° “‘o* ve
1) Vs
(a) 0 (b
V ] 2 a9 7 i
. ¢ ] U2 U3 (01 Us
0 0 00 o0 o) o0
1 0 0 0 0 0
2 0 -3 0 0 0
3 0 -3 -2 0 0
4 0 -3 -2 -1 0
5 0 A -2 -1 0

Figura 7.15: Exemplo para Algoritmo 7.6

7.9 Programas em Python

Esta secdo contém implementacdes dos algoritmos formulados neste
capitulo. As implementacOes seguem as descri¢cOes gerais apresentadas nos
Capitulos 1 e 2.

7.9.1 Algoritmo 7.1: Dijkstra

O Programa 7.1 corresponde a implementacao do Algoritmo 7.1. A entrada
do algoritmo € a matriz de distancias w. A Linha 3 determina o numero de
vértices do digrafo, justificado pelo fato de que a primeira linha de w é sem
uso. O conjunto V' é implementado como uma tabela de acesso direto Vlin
tal que, para todo 1 < i <n, Vlin[i] = True <= v € V'. O bloco “enquanto
V' # V efetuar” foi implementada na Linha 8 apenas como um contador de
n — 1 passos, pois este € o numero exato de iterac0es necessarias para



preencher Vlin todo com True, dado que a cada iteracao uma de suas
posicoes recebe tal valor. As Linhas 9—12 implementam o passo da escolha
de v. Os demais passos do programa correspondem de maneira direta
aqueles do algoritmo.

10

11

12

13

14

15

16

Programa 7.1: Caminhos minimos - Dijkstra
#Algoritmo 7.1: Caminhos minimos: Dijkstra
#Dados: matriz de distdncias w[0..n][0..n]

n = len(w)-1
V1in = [False]*(n+1); c = [None]+[float(“inf”)]*n
V1in[1] = True; c[1] = 0
for i in range(2,n+1):
c[i] = w[1][1i]
for vcont in range(1,n):
cmin = float(“inf")
for z in range(1,n+1):
if not Vv1in[z] and c[z] < cmin:
j, cmin = z, c[z]
V1in[j] = True
for i in range(1,n+1):
if not Vvlin[i]:

c[i] = min(c[i], c[J]+w[j][i])

7.9.2 Algoritmo 7.2: Bellman-Ford
O Programa 7.2 corresponde a implementacao do Algoritmo 7.2.



Programa 7.2: Caminhos minimos - Bellman-Ford

1 #Algoritmo 7.2: Caminhos minimos: Bellman-Ford
2 #Dados: matriz de distdncias w[0..n][0..n]

3 n = len(w)-1

4 ¢ = [None]*(n)

5 for i in range(n):

6 c[i] = [None]*(n+1)

7

8 c[o][1] = ©

9 for i in range(2,n+1):

10 c[0][1i] = float(“inf”)

11

12 for 1 in range(1,n):

13 for k in range(1,n+1):

14 c[1][k] = c[1-1]1[k]

15 for i in range(1,n+1):

16 c[1]1[k] = min(c[1][k], c[1-2][i]+w[i][k])

A entrada do algoritmo é a matriz de distancias w. A Linha 3
determina o numero de vértices do digrafo, justificado pelo fato de que a
primeira linha de w é sem uso. As Linhas 14-16 implementam o passo da
atribuicao de c( € ,k). Os passos do programa correspondem de maneira
direta aqueles do algoritmo.

7.9.3 Algoritmo 7.3: Floyd



O Programa 7.3 corresponde a implementacao direta do Algoritmo 7.3.
Programa 7.3: Caminhos minimos - Floyd

1 #Algoritmo 7.3: Caminhos minimos: Floyd

2 #Dados: matriz de distancias w[0..n][0..n]
3 n = len(w)-1

4 for k in range(1,n+1):

5 for i in range(1,n+1):

6 for j in range(1,n+1):

7 wli][j] = min (w[i][]J], w[i][k]+w[k][3])

7.9.4 Algoritmo 7.4: k-ésimo minimo (passeio)

O Programa 7.4 corresponde a implementacdao do Algoritmo 7.4. As Linhas
7-9 inicializam a matriz c[0..k][0..n], tal que c[i] corresponde ao vetor c de
comprimentos dos i-ésimos menores caminhos de todos os demais vértices
ao vértice v..

Na Linha 11, ocorre a chamada ao algoritmo de Dijkstra para obter o
caminho minimo de v, a todos os demais vértices. Pressupde-se que o
retorno desta funcdo seja um par ordenado (c,T), onde c e T sdo listas tais
que o valor c[i] representa o comprimento do caminho minimo de v até v, e
T[i] representa o pai de v na drvore de caminhos minimos associada ao
vértice v, para todo 1 <i < n. Portanto, o caminho minimo C (i) de v até v, é
obtido, fazendo-se inicialmente t < i, pela atualizacdo de t com o valor de
T[t] iterativamente até que t seja nulo. Neste momento, a sequéncia de
vértices encontrados pela repeticdo anterior representa o caminho minimo.
As Linhas 16-18 implementam esta estratégia e aproveitam para calcular o

tamanho em arestas de tal caminho, o qual sera usado na determinacao de
ORD..

1

A implementacdo de ORD, é feita como uma lista de pares (|C (i)l,i),

mantendose tais pares ordenados pela primeira coordenada. Quando um
novo caminho minimo é determinado, ele é adicionado ao final da lista e



ordenado por insercdao, conforme implementado pelas Linhas 19-22. Uma
vez que todos os caminhos minimos estao ordenados por numero de arestas,
ORD, é redefinido pela Linha 23 para conter apenas os caminhos minimos,
mantendo a ordem final obtida, tornando-se compativel com a sua definicao
no algoritmo. Em seguida, define-se a matriz Hashtag[0..n][0..n], tal que
Hashtag[i][j] representa #(i,j) no algoritmo. As Linhas 25-27 inicializam tal
matriz, observando-se que C (j) termina em (v,v) precisamente quando i =
T[j].

Os passos restantes do programa correspondem de maneira direta
aqueles do algoritmo, com a observacao de que klin e kest representam
respectivamente k' e k.

Programa 7.4: k-ésimos caminhos minimos

1 #Algoritmo 7.4: k-ésimos caminhos minimos

2 #Dados: matriz de distancias w[0..n][0..n], natural k

3 def KesimoMinimo(w, k):

4 n = len(w)-1

5

6 #determinar o caminho minimo C_1(j), o numero de arestas |C_1(j)| e

!
o comprimento c_1(j) de v_1 para cada v_j

7 c = [None]*(k+1)

8 for i in range(1,k+1):
9 c[i] = [0]*(n+1)
10

11 (c[1],T) = Dijkstra(w)
12

13



14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

#determinar a ordenacdo ORD_1 dos vértices v_j, segundo valores ndo
!
decrescentes dos numeros de arestas |C_1(j)]|

ORD_1 = []

for i in range(1,n+1):

TamCl = 1; t = T[i] 17 while t != None:

while t !'= None:

TamC1l += 1; t = T[t]

ORD_1.append((TamC1, 1))

for j in range(len(ORD_1)-1, 0, -1):

if ORD_1[j][0] < ORD_1[j-1][0]:

ORD_1[j],0RD_1[j-1] = ORD_1[j-1],0RD_1[j]

ORD_1 = [ORD_1[i][1] for i in range(len(ORD_1))]

Hashtag = [None]*(n+1)

for i in range(1,n+1):

Hashtag[i] = [0]*(n+1)

Hashtag[1][1] = 1

for j in range(2, n+1):

Hashtag[T[j]][j] = 1

for klin in range(2,k+1):



34 for j in ORD_1:

35 minVv = float(“inf")

36 for i in range(1,n+1):

37 if i 1= j:

38 kest = Hashtag[i][]j]

39 if c[kest+1][i] + w[i][]j] < minV:

40 minV = c[kest+1][1i] + w[i][]]

41 ultima = (1i,])

42 c[klin][j] = minVv

43 Hashtag[ultima[@]][ultima[1]] = Hashtag[ultima[@]][ultima[1]]
L+ 1

44

45 return c[k]

7.9.5 Algoritmo 7.5: k-ésimo minimo (caminho simples)

Na implementacdao do Algoritmo 7.5, a lista Delta representa o
conjunto A do algoritmo, porém seus elementos sdao quadruplas ordenadas,
ao invés de triplas ordenadas, por armazenar como primeira ordenada o
comprimento do caminho associado. Isto facilita o processo de obtencao do
caminho de menor comprimento a cada iteracdo. Na implementagdo, C(j)
corresponde a C[i], que ao invés de armazenar apenas o caminho § como no
algoritmo, armazena também o comprimento deste caminho. O restante do
algoritmo é traducao direta para a linguagem.

Programa 7.5: k-ésimos caminhos simples minimos

1 #Algoritmo 7.5: k-ésimos caminhos simples minimos

2 #Dados: matriz de distadncias w[0..n][0..n], inteiro k >= 1, vértice
!



10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

inicial vi e final vj

def KesimoMenorSimples(w, k, vi, vj):

C = [None]; Delta = []

(c,T) = Dijkstra(w,vi)

if T[vj] '= None:

Delta = [ (c[vj], ObterCamMinDeArv(T,vj), 1, []1) ] !
#(comprimento, caminho minimo, base, vizinhos que devem ser |
ignorados)

while len(Delta) > 0 and i <= k:

(c, delta, p, Nlin) = RemoverCamMinDeDelta(Delta)

C.append((delta, c))

j = len(delta)

for g in range(p,j):

Ignviz = Nlin + [delta[q]] if p == q else [delta[q]]

wg = ObterDqg(w,delta,q,IgnVviz)

(c,T) = Dijkstra(wqg,delta[q-1])

if T[vj] '= None:
Clinl = delta[:q-1]
Clin2 = ObterCamMinDeArv(T,Vvj)



23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

Clin = Clini+Clin2; cClin

for |

i in range(1,len(Clin))])

sum([w[Clin[i-1]][Clin[i]]

Delta.append( ( cClin, Clin, q, Ignviz) )

return C[k] if 1 > k else (None, None)

def ObterCamMinDeArv(T, v):

¢ =1]

while v != None:

C.append(v)

v = T[v]

C.reverse()

return C

def RemoverCamMinDeDelta(Delta):

minv = [float(“inf”)]

for t in Delta:

if t[0] < minVv[0]:

minV = t

Delta.remove(minV)



43 return minVv

44

45 def ObterDqg(w,delta,q, Ignviz):

46 n = len(w)-1

47 wqg = [None]

48 for i in range(1,n+1):

49 wqg.append([x for x in w[i]])
50 for i in range(qg-1):

51 for j in range(1,n+1):

52 wq[delta[i]][]j] = float(“inf”)
53 for i in Ignviz:

54 wq[delta[q-1]][i] = float(“inf”)
55 return wq

7.9.6 Algoritmo 7.6: Deteccao de Ciclos Negativos
O Programa 7.6 corresponde a implementacao direta do Algoritmo 7.6.

Programa 7.6: Deteccdo de ciclos negativos

1 #Algoritmo 7.6: Deteccdo de ciclos negativos
2 #Dados: matriz de distadncias w[0..n][0..n]
3 def DeteccaoCicloNegativo(w):

4 n = len(w)-1; ¢ = [None]*(n+1)



10

11

12

13

14

15

16

17

18

for k in range(n+1):

c[k] = [None]*(n+1)

c[0][1] = @

for k in range(2,n+1):

c[0][k] = float(“inf")

for 1 in range(1,n+1):

for k in range(1,n+1):

c[1][k] = min (c[1l-1][k],

min([c[1-1][i] + w [i][k]

for i in range(1,n+1)]))

for k in range(1,n):

if c[n][k] !'= c[n-1][k]:

return True

return False

7.10 Exercicios

7.1 Seja D(V,E) um digrafo sem ciclos direcionados, W sua
matriz de distancias, admitindo também valores negativos, e
v,€ V. Formular um algoritmo para determinar os caminhos
minimos de v, para todos os demais vértices, em
complexidade linear, isto €, O(n + m), onde n = |V |, m = |E|.

7.2 Dado um digrafo D sem ciclos direcionados, formular
um algoritmo para encontrar o comprimento do maior



caminho em D. A matriz de distancia W de D é formada por
distancias nao negativas.

7.3 Seja D(V,E) um grafo, W sua matriz de distancias e v,v, €
V vértices arbitrarios distintos de D. Um obstdculo de um
caminho C de c,a v ¢é a aresta de distancia maxima contida

em C. Determinar o obstaculo de distancia maxima, dentre
todos os caminhos de v.a v.em D.

7.4 Considere a seguinte variacao do Algoritmo 7.1, de
Dijkstra, para digrafos onde a matriz de distancias somente
contém valores ndo negativos.

Dados: grafo D(V,E), matriz de distancias W, onde w(i,j), para cada aresta
(i) €
E,1<ij<n.
Vi={v}c1):=0
parav & V- V' efetuar
c(i) := w(L,i)
enquanto V' # V efetuar
escolher v € V - V' que maximiza o valor c(j)
Vi=V'u{v}
parav € V- V' efetuar
C(i) := max{c(i),c(j) + w(i,j)}

Pergunta: Esse algoritmo determina o comprimento do
caminho maximo simples de v, para cada vértice v & V ?
Justifique a resposta.

7.5 Através de um exemplo, mostrar que o algoritmo de
Dijkstra ndo obtém necessariamente a resposta correta, caso
o digrafo contenha distancias negativas.



7.6 Modificar o algoritmo de Dijkstra, de modo a encontrar
os comprimentos dos caminhos minimos de todos os vértices
para um vértice fixo.

7.7 Modificar o algoritmo de Dijkstra, de forma a encontrar
os caminhos minimos que sejam 0s menores
lexicograficamente do vértice fixo para os demais, dentre
todos os caminhos minimos existentes.

7.8 Seja D(V,E) um digrafo sem ciclos negativos, V =
{v,.,v.} e £ um inteiro, 0 < €, < n — 1. Escrever um

algoritmo para determinar o comprimento do caminho
minimo de v,a v, contendo exatamente £, arestas.

7.9 Escrever uma implementacao do algoritmo de Bellman-
Ford para determinar os comprimentos dos caminhos
minimos de um vértice v para todos os demais, em um grafo
D(V,E), sem ciclos negativos. Esta implementacdo deve
terminar em tempo O(nm), n = |V | e m = |E|.

7.10 O que ocorre com a computacao de caminhos minimos
entre cada par de vértices, através do Algoritmo 7.3, de
Floyd, quando o grafo de entrada D contém ciclos
negativos? Iluste através da descricao de um exemplo.

7.11 Modificar o algoritmo de Floyd, de modo a obter
também todos os caminhos minimos entre pares de vértices,
além de seus comprimentos.

7.12 Seja o Algoritmo 7.4, para determinacdo dos k-ésimos
menores caminhos de v, para cada vértice v € V , com
possiveis vértices repetidos, em um grafo D sem ciclos



negativos. Modificar o algoritmo de tal modo que cada
vértice somente possa ocorrer duas vezes, Nno maximo, em
cada caminho, e com a restricio de que, entre as duas
possiveis ocorréncias de um vértice v, em um caminho,
existam no maximo r outros vertices, para um dado valor
inteiro r > 0.

7.13 O Algoritmo 7.5, para computar os k-ésimos caminhos
simples de v, para cada vértice v € V, em um grafo D(V,E)

sem ciclos negativos, estaria correto se D contivesse ciclos
negativos? Em caso positivo, prove. Em caso negativo,
apresentar um contra-exemplo.

7.14 Seja D um digrafo, D"a sua expansao (Secao 7.8), v.um
vértice de D, c(£,k) o comprimento do caminho minimo do
vértice origem v, de D" até v, contendo € arestas, no maximo,
e n o numero de vértices de D". Se c(n — 1,k) = c(n,k) entdao
existe necessariamente um ciclo negativo no caminho de v,a
v.? Justificar a resposta dada.

7.15 Segundo a notacgdo do exercicio anterior, suponha que o
vértice v satisfaca c(n— 1,k) # c(n,k). Formular um algoritmo
para, efetivamente, determinar um ciclo negativo contido no
caminhodev av.,.

7.16 Seja D(V,E) um digrafo, W sua matriz de distancias,
todas ndo negativas, e v,v € V vértices arbitrarios de D,
onde (v,v) €/ E. Determinar o ciclo de comprimento
minimo em D, contendo v.e v

7.17 Seja D(V,E) um digrafo, W sua matriz de distancias,
com todos os valores ndo negativos, e v,v € V vértices



arbitrarios distintos de D, onde (v,v) €/ E. Determinar dois
caminhos de v, para v, que ndo contenham vértices comuns
além dos extremos, e cuja soma de seus comprimentos seja
minima.

7.18 Seja um conjunto P de paises p,,...,p,, cada p,com a sua
moeda local m. Seja M a matriz n X n, tal que sua entrada i,j
corresponda a cotacdo do valor do cambio da moeda m, no
pais p, todos os cambios considerados num mesmo instante,
1<ij<n,i#]j.Pede-se:

(a) Verificar se através de cambios sucessivos de
moedas € possivel aumentar umvalor inicial
investido no cambio de moedas. Em caso positivo,
determinar também:

(b) A menor sequéncia de cambios que produza
lucro.

(c) A sequencia de cambios que produza lucro
maximo.

Sugestdo: Modelar o problema como de deteccdao de ciclos
negativos numa matriz de distancias.

7.19 POSCOMP-2014

Assinale a alternativa que apresenta, corretamente, o
algoritmo utilizado para determinar o caminho minimo entre
todos os pares de vértices de um grafo.

a)Bellman-Ford.
b)Floyd-Warshall.
c)Dijkstra.
d)Kruskal.
e)Prim.



7.20 POSCOMP 2012
Concernente aos algoritmos em grafos, relacione a coluna da
esquerda com a da direita.

| Ordenacdo A Toma como entrada um grafo orientado, utiliza
Topoldgica basicamente a busca em profundidade e o conceito de
(Topsort). grafo transposto para resolver o problema.

II Arvore B Toma como entrada um grafo ndo orientado com
Geradora pesos nas arestas, ordena as arestas por peso e
Minimal escolhe as arestas de forma a ndo fechar ciclos para
(Prim). resolver o problema.

I Caminhos C Toma como entrada um grafo orientado aciclico,
mais curtos utiliza basicamente busca em profundidade e
(Dijkstra). rotulacdo de vértices para resolver o problema

IV Componentes D Toma como entrada um grafo ndo orientado com

fortemente pesos nas arestas, utiliza basicamente busca em
conexas largura escolhendo arestas de menor peso para
(CFQ). resolver o problema.

\Y Arvore E Toma como entrada um grafo ndo orientado com
Geradora pesos nas arestas, utiliza basicamente busca em
Minimal largura escolhendo distancias acumuladas de menor
(Kruskal). peso para resolver o problema.

Considerando as afirmativas das colunas esquerda e direita
anteriores, assinale a alternativa que contém a associagao
correta.

a)I-A, 1I-B, I1I-C, IV-D, V-E.
b)I-C, II-D, III-E, IV-A, V-B.
0)I-C, II-E, III-B, IV-A, V-D.
d)I-D, 1I-B, I1I-A, IV-C, V-E.



e)I-D, II-E, I1I-A, IV-B, V-C.

7.21 UVA Online Judge 12144

Escreva um algoritmo para o seguinte problema:

Como hoje em dia muitos motoristas consultam aplicativos
para determinar menores caminhos entre dois pontos, muitos
trechos de ruas que fazem parte de menores caminhos estao
se tornando mais congestionados, entao deixa de ser
interessante seguir esses caminhos. Seu patrdo tem um
compromisso urgente e pediu para vocé encontrar um
caminho “quase minimo”. Ele definiu esse caminho como o
caminho de menor distancia que ndo passa por nenhum
trecho que faz parte de menores caminhos para o destino que
ele vai. Vocé conhece o ponto inicial, o ponto final e todos os
trechos de rua entre esses pontos, bem como o comprimento
de cada trecho.

7.22 UVA Online Judge 10801

Escreva um algoritmo para o seguinte problema:

Um edificio tem n andares, numerados de 0 a n—1, n < 100.
Ha p elevadores, que trafegam com velocidades diferentes e
param em andares especificos, mas todos param no
térreo(andar 0). Vocé ndo pode pegar as escadas e leva 1
minuto para trocar de elevador, caso precise fazer isso para
alcancar o andar desejado. Dados n,p, os tempos de cada um
dos elevadores para trafegar entre dois andares e os pontos
de parada de cada elevador, determinar se é possivel chegar
ao andar n e, em caso positivo, qual o tempo minimo para
isso.

7.23 UVA Online Judge 10557

Escreva um algoritmo para o seguinte problema:

Um jogo de computador consiste em n quartos interligados
por m portas unidirecionais. Um dos quartos é o de inicio e
outro é o final. Cada quarto tem um nivel de energia



informado, que varia entre —100 e +100. Em cada quarto que
0 jogador passar ele acumula o nivel de energia desse quarto
ao que ja tinha. No quarto inicial ele recebe uma energia de
+100. Se ele entrar em um quarto e ficar com a energia
negativa, ele morre. Dada a configuracao dos quartos, quer-
se saber se é possivel o jogador alcancar o quarto de destino
ou nao.

7.24 UVA Online Judge 1056

Escreva um algoritmo para o seguinte problema:

Dada a crescente interconexdao mundial pelas redes sociais,
especula-se que qualquer pessoa na Terra seja separada de
qualquer outra por ndao mais que 6 graus de separacao. O
grau de separacdo € o numero minimo de relacionamentos
que tém que ser considerados para conectar duas pessoas.
Para um certo conjunto de pessoas, 0 grau maximo de
separacdo é o maior grau de separacdo entre duas pessoas
quaisquer do conjunto. Dadas n pessoas e seus m
relacionamentos, indicar se o conjunto é conexo (isto €, se ha
uma cadeia de relacionamento entre qualquer par de pessoas
do mesmo) e, caso seja, qual o grau maximo de separacao do
mesmo.

7.25 UVA Online Judge 10926

Escreva um algoritmo para o seguinte problema:

Dado um conjunto de tarefas e as dependéncias entre elas,
deseja-se saber qual a tarefa tem o maior ndmero de
dependéncias. Uma tarefa A depende de uma tarefa B se ela
depender da tarefa B direta ou transitivamente. Assuma que
nao ha dependeéncias ciclicas.

7.11 Notas Bibliograficas

As equacgoes de Bellman foram publicadas em Bellman(1958). O Algoritmo
7.1, para encontrar caminhos minimos em digrafos com distancias nao



negativas, devido a Dijkstra, foi publicado em Dijkstra(1959). Este mesmo
artigo contém um algoritmo para constru¢ao da arvore geradora minima de
um grafo. Para o Algoritmo 7.2 (Bellman-Ford) as referéncias sao
Bellman(1958) e Ford(1956). O Algoritmo 7.3, de Floyd, foi apresentado
em Floyd(1962), utilizando resultados descritos em Warshall(1962). Um
outro algoritmo para determinar o caminho mais curto entre cada par de
vértices, em um grafo em que todas as distancias sao positivas foi descrito
por Spira(1973). Para este ultimo, Spira mostrou que a complexidade média
é de O(mlog’n). O Algoritmo 7.4, para a determinacdao de k-ésimos
caminhos minimos com possiveis repreticoes de vértices, ¢ devido a
Lawler(1976). Este algoritmo foi parcialmente baseado em resultados de
Dreyfus(1969). Por outro lado, o Algoritmo 7.5 para k-ésimos caminhos
minimos simples foi originalmente descrito em Lawler(1972). Este ultimo
representa uma melhoria de um algoritmo anterior, devido a Yen(1971). O
algoritmo para a determinacdo de ciclos negativos é uma extensao do
algoritmo de Bellman-Ford, conforme mencionado. De um modo geral, os
livios de Lawler(1976) e Kleinberg and Tardos(2006) sdo referéncias
importantes para caminhos minimos. Deve ser mencionado que existem
outros algoritmos de maior eficiéncia, para determinados problemas de
caminhos minimos. Entre esses, mencionamos o algoritmo de
Eppstein(1998) que encontra os k-ésimos caminhos minimos, com possiveis
vértices repetidos, entre dois dados vértices na complexidade
O(m+nlogn+k). Henzinger, Klein, Rao and Subramanian(1997)
descreveram um algoritmo linear para determinar os caminhos minimos de
um vértice para os demais, em um grafo planar cujas distancias sdao nao
negativas. Thorup(1999) formulou um algoritmo para encontrar o0s
caminhos minimos em grafos ndo direcionados com distancias inteiras e
positivas, em tempo linear.



CAPITULO 8

EMPARELHAMENTOS MAXIMOS EM
GRAFOS

8.1 Introducao

Seja G(V,E) um grafo ndo direcionado, |V | = n e |[E| = m. Um
emparelhamento M é um subconjunto de arestas duas a duas nao adjacentes.
As arestas pertencentes a M sdo ditas M-emparelhadas, ou simplesmente
emparelhadas, enquanto que um vértice incidente a alguma aresta M-
emparelhada é dito M-saturado, e aqueles nao incidentes a arestas de M sao
M-expostos. Os grafos da Figura 8.1 e da Figura 8.2 ilustram
emparelhamentos cujas arestas estdo representadas em negrito. A aresta
(1,3) ndo esta M-emparelhada na Figura 8.1(a), porém o estd na Figura
8.1(b). O vértice 6 esta Mexposto na Figura 8.1(a), porém esta M-saturado
na Figura 8.1(b) e na Figura 8.2. Neste ultimo, todos os vértices estao M-
saturados.

Observe que um conjunto vazio define um emparelhamento. Por outro
lado, se M € E é um emparelhamento qualquer M' € M também é.

O emparelhamento M é maximal se qualquer aresta ndo emparelhada
por M possuir uma das extremidades em M. Isto é, ndo existe
emparelhamento M', tal que M’ D M.

.5 o5
34 84 34 84

(a) (b)
Figura 8.1: Emparelhamentos maximal e maximo



l. .2

Figura 8.2: Emparelhamento perfeito

Além disso, se M for o emparelhamento de maior cardinalidade do grafo,
entdo M é maximo. Isto é, ndo existe emparelhamento M', tal que |[M'| > |M]|.
Finalmente, diz-se que M é perfeito quando todo vértice do grafo for
saturado por M. Naturalmente, todo emparelhamento perfeito é maximo, e
todo emparelhamento maximo é maximal. O problema do emparelhamento
consiste em determinar o emparelhamento de cardinalidade maxima do
grafo. A Figura 8.1(a) apresenta um emparelhamento maximal, porém nao
maximo do grafo, este ultimo aparece na Figura 8.1(b). O emparelhamento
do grafo da Figura 8.2 é perfeito, enquanto que o grafo da Figura 8.1 nao
admite emparelhamento perfeito.

Uma variacdao importante do problema do emparelhamento consiste
em considerar grafos ponderados, ou seja, com pesos ndo negativos,
associados as suas arestas. Nesse caso, definimos o peso do
emparelhamento M como a soma dos pesos das arestas que compoem M. O
objetivo consiste em determinar o emparelhamento de peso maximo.
Observe-se que um emparelhamento de peso maximo nao necessariamente
possui cardinalidade maxima, e reciprocamente. Por exemplo, o grafo
ponderado P, que consiste nos vértices {v,v,v,v,} e arestas {(v,v,), (v,v,),
(v,v,)}, com pesos 1,3,1, respectivamente, possui a aresta {(v,v,)}, de peso
3, com peso maximo ponderado, o qual ndo é de cardinalidade maxima.
Este ultimo no conjunto de arestas {(v,v,),(v,,v,)}.

De um modo geral, os problemas de emparelhamento tornam-se mais
simples quando os grafos sdao bipartidos. Ao longo do presente capitulo,
serdo discutidos e/ou apresentados algoritmos para resolver os seguintes
problemas de emparelhamento.



(i) Determinar o emparelhamento maximo em grafos
bipartidos.

(ii) Determinar o emparelhamento maximo ponderado em
grafos bipartidos.

(iii) Determinar o emparelhamento maximo em grafos
gerais.

8.2 Emparelhamentos Perfeitos

Nesta secdo considera-se emparelhamentos perfeitos em grafos bipartidos, e
o objetivo consiste em determinar condicGes necessarias e suficientes para a
existéncia de tais emparelhamentos. Estas condi¢cdes sdao estabelecidas pelo
Teorema 8.1, devido a Hall.

Teorema 8.1

Seja G(V,E) um grafo bipartido, com biparticdo V.U V,=V | |V| = |V|.
Entdo G possui emparelhamento que satura todos os vertices de V, se e
somente selA(V{)| = V|, para todoVi < V1.

Prova Por hipodtese, vale IA(V))| = |V{|, para todoV! < Vi. A prova é por indugdo
na cardinalidade de V.. Se |V | = 1, o resultado é trivial. Assuma o teorema
verdadeiro se |V | < k, e considere agora um grafo G em que |V | =k + 1. Ha
duas alternativas: 1A(V)| > |Vi|, para todo subconjunto proprioVi ¢ Vi, ou
existe um subconjunto proprioVi ¢ Vi satisfazendolA(V/)| = [V/],

() Seja AVl > Vi, para todoVi <V, escolhav €Vi. Entdo
|A(v)I =1, por hipotese. Escolha v, € A(v,), e seja H o grafo
obtido pela remogdo dos vértices v,v,e das arestas a eles
incidentes. Entdo H satisfaz a hipotese do teorema, pois
como a alternativa (i) implicalAV))| > Vi, a remogdo de um
vértice v, de V, faz decrescer |A(V{)l no mdximo de uma
unidade, o que ainda assegura |AV{)l = |V{|, para todo Vi < V.
Pela hipotese de indugdo, H possui um emparelhamento que
satura todo vertice de V,\ {v}. Adicionando-se a aresta



(v,v,) a este emparelhamento, obtem-se um emparelhamento
de G, que satura todos os vértices de V.

(ii) Sejavi c , tal que |A(V))| = Vi Inicialmente, construir dois
grafos bipartidos auxiliares H, e H, com bipartigoes
VIUAV) e MA V) U (Vo \ A(VY)), respectivamente. As arestas de H,
e H, sdo exatamente as existentes em G, para pares de
vertices correspondentes. Inicialmente, mostramos que
ambos H, e H, satisfazem a hipotese do teorema. Para
verificar H,, considere qualquer subconjunto < Vi. Entdo as
vizinhangas de W, em H, e G coincidem, isto é, A, (W) =
A (W). Como |A(W)| = |W], segue-se que |A, (W)| > |W|. Para
verificar H, suponha, por absurdo, que existe um
subconjunto Z < Vi\Vicuja vizinhan¢a em H,satisfaca |A, (Z)]
< |Z|. Isto implica que o subconjunto ZVYVi possua
vizinhanca em G satisfazendo |Ac(ZU V)| <|ZUV{|| pois
Ac(ZUV)) = A, (Z2) U Ac(V]) e [Ac(V])| = VI, Logo, |A,(2)| = |Z], e
ambos H, e H,satisfazem a hipotese do teorema. Nesse caso,
observando que V/é um subconjunto proprio de V, conclui-se
quelVil.i\Vi|<k Este fato permite aplicar diretamente a
hipotese de indugdo para ambos H, e H,, e concluir que H, e
H, admitem emparelhamentos que saturamVieVi\Vi
respectivamente. Finalmente, um emparelhamento de G que
sature todos os vértices de V , pode ser obtido pela unido dos

emparelhamentos obtidos de H, e H.,.

O argumento apresentado prova a suficiéncia do teorema. A prova de
necessidade é imediata. Se V, contém um subconjuntoVi satisfazendo

1
AV < IV/|, é claro que ndo ha como escolher!V/| vértices distintos em A(VY),
onde cada um deles é adjacente somente a um vértice distinto deVi. Entdo
vale o teorema.

2 4 6 8 2 4 6 8
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ o [ [ ® [}



Figura 8.3: Caminhos alternante e aumentante

Corolario 8.1
(Hall) Seja G(V,E) um grafo bipartido, com bipartigées V.U V.=V | |V | =
|V |. Entdo G possui emparelhamento perfeito se e somente se |A(V )| > |V |.

Prova Aplicando-se o Teorema 8.1 para G, obtém-se um emparelhamento
M que satura todos os vértices de V, ou seja, de cardinalidade |V |. Como

|V| =|V,, M também satura todos os vértices de V,, ou seja, M é perfeito.

8.3 Caminhos Alternantes

Nesta secdo, sera apresentado o conceito de caminhos alternantes, o qual é
central no estudo de algoritmos para a determinacao de emparelhamentos
maximos.

Seja G um grafo geral e M um emparelhamento de G. Um caminho M-
alternante em G é um caminho cujas arestas estdo alternadamente em E —
M e M. Um caminho M-alternante cujos vértices extremos sao ambos M-
expostos € dito M-aumentante. Observe que um caminho M-aumentante
possui uma quantidade par de vértices. A Figura 8.3(a) ilustra os conceitos
apresentados. O emparelhamento considerado é M = {(2,3),(4,5),(7,8)}. O
caminho 1,2,3,4,5 é M-alternante, porém ndo M-aumentante, enquanto
1,2,3, 4,5,6 é um caminho M-aumentante. Através da operacao de diferenca
simétrica entre as arestas de M e as do caminho M-aumentante
apresentadas, transforma-se o emparelhamento M, no emparelhamento M' =
{(1,2), (3,4), (5,6), (7,8)}, de cardinalidade uma unidade maior. Os
emparelhamentos M e M’ sdo ilustrados na Figura 8.3(a) e na Figura 8.3(b),
respectivamente.

Observe que determinar emparelhamentos que sejam maximais é uma
questdao bastante simples; pode ser resolvida através de algoritmo guloso,
em tempo linear no tamanho do grafo. A determinacdo de emparelhamentos
maximos, contudo, é mais envolvente. Para esta ultima tarefa, aplica-se o
Teorema 8.2 devido a Berge, que caracteriza emparelhamentos de
cardinalidade maxima através de caminhos aumentantes.



Teorema 8.2

(Berge) Seja G(V,E) um grafo qualquer e M um emparelhamento de G.
Entdo M possui cardinalidade maxima se e somente se G ndo possui
caminho M-aumentante.

Prova Seja M um emparelhamento em G. Suponha que G possui um
caminho Maumentante P. Observe que P tem, por definicdo, um niimero par
de vértices, digamos P = v,,v,,...,v

27 2k+1°
Defina M' € E através de M' = M \ {(v,v,), (v,v,), ..., (v, ,v,)} U
{(VO,VI), (vz’vg)’ R ] (vzk’v2k+1)}'
Temos que M' é um emparelhamento em G com [M'| = |M|+1 arestas e,

portanto, M ndo tem cardinalidade madxima em G. Logo, se M possui
cardinalidade mdaxima em G, entdo G ndo possui caminho M-aumentante.

Por outro lado, suponha que M ndo tem cardinalidade maxima em G.
Seja M' um emparelhamento de cardinalidade maxima. Logo |M'| > |M|.
Denote por MAM' a diferenca simétrica de M e M, i.e., o conjunto das
arestas que estdo em M U M' mas ndo estdo em M n M'. Seja H =
G[MAM']. Cada vértice em H tem grau 1 ou 2, ja que pode ser incidente a
no maximo uma aresta de M e a uma aresta de M'. Logo cada componente
conexa de H é um ciclo par com arestas alternadamente em M e M' ou um
caminho com arestas alternadamente em M e M'. Mas H tem mais arestas
de M' do que de M e, portanto, alguma componente que ¢ um caminho Q
em H deve comegar e terminar com arestas de M'. Como a origem e o
término de Q sdo M-saturados em H, seque que sdo vértices M-expostos em
G. Logo Q é o caminho M-aumentante procurado. Portanto, se M ndo tem
cardinalidade mdxima em G, entdo G possui caminho aumentante em
relagdo a M.

Um algoritmo natural para encontrar um emparelhamento de
cardinalidade maxima decorre do Teorema 8.2. Iniciar com um
emparelhamento vazio e, repetidamente, aumentar a cardinalidade do
emparelhamento corrente através do uso sucessivo de caminhos
aumentantes. Observe que a existéncia de um caminho aumentante P define
através da operacao diferenca simétrica um novo emparelhamento M' =
MAE,, onde E_é o conjunto das arestas de P, e [M'| = [M| + 1. Este processo



de obter sucessivos caminhos aumentantes termina com um
emparelhamento de cardinalidade maxima porque:

(i) A cardinalidade do emparelhamento de cardinalidade
maxima € finita.

(i) Cada iteracdao aumenta de uma unidade a cardinalidade
do emparelhamento corrente.

A complexidade do algoritmo anterior é funcao da procura por
caminhos aumentantes. Observe que, no capitulo sobre algoritmos para
fluxo maximo em redes, foi justamente o estudo da procura por caminhos
aumentantes na rede residual que permitiu a descricao de algoritmos cada
vez mais eficientes para aquele problema.

8.4 Grafos Bipartidos sem Pesos: Cardinalidade Maxima

Nesta secdo, descreveremos um algoritmo para encontrar um
emparelhamento maximo em um grafo bipartido.

O algoritmo para determinar um emparelhamento maximo,
apresentado a seguir, é do tipo guloso, descrito na secdo anterior. Iniciando-
se por um emparelhamento qualquer M, iterativamente, buscar um caminho
M-aumentante P de M, e definir M := MAE,, onde E, representa o conjunto
das arestas de P. Se G ndo mais admitir caminho aumentante, em relagao a
M, entdo o Teorema 8.2 assegura que M possui cardinalidade maxima.

Resta, agora a questdao de como encontrar caminhos M-aumentantes
em G. Para tal, utiliza-se um grafo direcionado auxiliar D(M), obtido pela
orientacdo das arestas de G, da seguinte maneira. Para um emparelhamento
M do grafo G(V,E) com biparticao V =V, U V, direcionar cada aresta (v,v,)
€ E,v.€ Vev, &€V, do seguinte modo

Se (v,v,) € M, entdo direcionar (v,v,) de v para v,
Caso contrario, direcionar de v,para v,.

O grafo assim obtido é o grafo direcionado D(M). A sua utilizagdao no
algoritmo guloso de emparelhamento se baseia no seguinte lema, que indica
como encontrar caminhos M-aumentantes de forma eficiente no grafo.



Lema 8.1
Existe um caminho M-aumentante em G(V .UV _E) se e somente se existir

um caminho (direcionado) em D(M), entre dois vértices M-expostos, u,w &
V', iniciado por u € V,e terminado por w € V..

Prova Suponha que G admite um caminho M-aumentante P com vértices

V,V,..., V., V.. Entdo v e v sdo vértices M-expostos pelo emparelhamento M
de G, tal que (v,v),(v,v), ... (v—,Vv) € M, enquanto (v,v,), (V,v.), ... (V,—,
v—) € M. Denote v,= u e v.=w. Como G é bipartido, v e v_ pertencem a
partes distintas da biparti¢do de G, 1 <i < k. Como v,,...,v é um caminho
aumentante, k é par. Consequentemente, u e w pertencem a partes distintas
da biparticdo. Alem disso, todos os vértices M-expostos de V possuem grau

de saida 0. Logo, u = v,e w = v. A prova da reciproca é similar.

Como exemplo, considere o grafo bipartido G(V, U V,E) e o
emparelhamento M ilustrado na Figura 8.4(a). O grafo direcionado D(M)
correspondente aparece na Figura 8.4(b). O grafo D(M) contém o caminho
direcionado P com vértices 6,1,5,2,7,4 do vértice 6 € V para o vértice 4 &
V, ambos M-expostos. Logo P é um caminho Maumentante. Efetuando a
operacdo de diferenca simétrica, obtemos M := MAE, = {(1,5), (2,7)}A
{(1,6), (1,5), (2,5),(2,7),(4,7)} = {(1,6), (2,5), (4,7)}, o que resulta no
aumento de uma unidade em M. A Figura 8.4(c) ilustra o novo
emparelhamento, e a Figura 8.4(d) o novo digrafo D. Observe que este
ultimo contém ainda o caminho M-aumentante P do vértice 8 &€ V para 3 €
V, ambos M-expostos. A diferenga simétrica M := MAE, conduz entao ao
novo emparelhamento M = {(1,6),(2,5),(3,8),(4,7)}, o qual ndo contém
caminhos do tipo procurado. Logo, o valor final de M é um
emparelhamento maximo, na realidade perfeito.

O algoritmo para determinar emparelhamentos maximos esta agora
aparente. Iterativamente, aplicar o Lema 8.1, em cada passo construindo o
grafo direcionado D(M), obtendo caminhos aumentantes. O Algoritmo 8.1
descreve o processo.
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Figura 8.4: Aplicacdo do Lema 8.1

Algoritmo 8.1: Emparelhamento cardinalidade maxima — Grafos bipartidos
Dados: Grafo bipartido G(VE), V=V UV,
M:=0
Construir D(M)
enquanto existir caminho P em D(M) de um vértice M-exposto u € V,
para outro
vértice M-exposto w € V efetuar
M := MAE,
Construir D(M)
retornar M

A procura dos caminhos M-aumentantes através do grafo direcionado
D(M) pode ser realizada utilizando busca em profundidade iniciada por
algum vértice M-exposto u € V,. Se a busca atingir algum vértice M-

exposto w € V, um caminho M-aumentante tera sido encontrado.

A determinacao de complexidade é imediata. A construcao de D(M), a
procura do caminho M-aumentante P, ambos requerem O(m) passos. A
computacao da diferenca simétrica pode ser realizada em tempo O(|M|+|E,|)
= O(n). Assim, cada iteracdao do algoritmo requer O(m) passos. Como a
cardinalidade maxima de um emparelhamento é [5), 0 nimero de iteragcdes
do algoritmo é O(n). Logo, a complexidade final é O(nm).



A Figura 8.5 apresenta um exemplo completo de aplicacdo do
Algoritmo 8.1. O grafo de entrada aparece na Figura 8.5(a). O
emparelhamento inicial M é igual a @, cuja cardinalidade nula € transcrita
na Figura 8.5(b). O grafo direcionado D(M) correspondente é ilustrado na
Figura 8.5(c), e o caminho P escolhido na Figura 8.5(d). O emparelhamento
resultante da operacao M := © A (4,3) = {(4,3)} aparece na Figura 8.5(e), e
assim por diante. O emparelhamento final maximo esta na Figura 8.5(i), de
cardinalidade 2, tendo em vista que o digrafo D(M) da Figura 8.5(k) ndo
contém caminho entre dois vértices distintos M-expostos.

8.5 O Método Hungaro

Um método classico para a determinacdao de emparelhamentos maximos em
grafos bipartidos é denominado Método Hungaro, descrito nesta secdo. Ele
é utilizado para a determinacdo de caminhos aumentantes.

Seja G(V,E) um grafo e M um emparelhamento de G. Uma arvore
enraizada T, formada por vértices e arestas de G, é denominada M-
alternante, quando

* T contém exatamente um vértice M-exposto, a raiz r de T.

* Para cada n6 v de T, o caminho de r,a v em T é M-
alternante.

* Se v#r é uma folha e w é o pai de v, em T, entdo (w,v) €
M.

Como exemplo, a arvore da Figura 8.6(b) € uma arvore M-alternante
do grafo e o emparelhamento M é ilustrado na Figura 8.6(a). A raiz 10 é o
unico vértice M-exposto de T.

Um no v de uma arvore M-alternante T de G € denominada par (impar)
se a sua distancia a raiz for par (impar). No exemplo da Figura 8.6(b), os
nos impares sao representados por quadrados, e os pares por circulos. Uma
floresta M-alternante F de um grafo G é a unido disjunta de arvores M-
alternantes, tal que cada vértice M-exposto € raiz de alguma arvore de F.
Denote por par(F) e impar(F) os conjuntos dos nos pares e impares das
arvores que compOem F, respectivamente. Como exemplo, a arvore da



Figura 8.6(b), da Figura 8.6(c) e da Figura 8.6(d) constituem uma floresta
M-alternante para o grafo e emparelhamento da Figura 8.6(a).

As florestas alternantes podem ser utilizadas para construir caminhos
M-aumentantes, como a seguir.

G M| DM) P
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Figura 8.5: Exemplo de aplicacdo do Algoritmo 8.1
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Figura 8.6: Floresta M-alternante

Seja G(V,E) um grafo, M um emparelhamento de G, e F uma floresta
M-alternante, formada por arvores T,...,T. Sejam u,v € V, tais que (u,v) €
E, u € par(F) e v /&€ impar(F). As seguintes alternativas podem ocorrer.



Caso 1: v /€ par(F).
Entdo v ndo esta em F. Além disso, v € M-emparelhado, pois
v ndo é raiz de alguma arvore de F. Mas (u,v) &/ M. Seja T
€ F a arvore de F que contém u. Entdo podemos aumentar a
arvore T adicionando as arestas (u,v) e (v,v') a T, onde v' é o
vértice M-emparelhado a v. Esta operacdao é denominada
AUMENTAR(F).

Caso 2: v € par(F).

Sejam T e T as arvores de F que conttm u e v,

respectivamente.

Caso2.1: T#T,
Nesse caso, podemos obter um caminho M-aumentante em G, da
seguinte maneira. Tomar o caminho de r, até u em T ; acrescentar
a u a aresta (u,v); e finalmente, acrescentar v, bem como o
caminho de v a r, em T. Obtém-se desta forma um caminho M-
aumentante em G, de r,_ a r,. Esta operacdo é denominada
AUMENTAR(M).

Cas02.2: T=T,
Entdo u e v sdo vértices pares, M-emparelhados, pertencentes a
uma mesma arvore. Como consequéncia a aresta (u,v) nao
pertence a arvore. Este caso ndo pode ocorrer se G for bipartido,
pois implica na existéncia de um ciclo impar.

Se ndo existem vértices u,v € V, tais que (u,v) € E, u € par(F) e v/
€ impar(F), entdo a floresta F é denominada huingara. Em particular, se M
é um emparelhamento perfeito, ndo ha vértices M-expostos. Nesse caso, a
floresta M-alternante F correspondente é vazia, ou seja, é hingara.

Como exemplo, considere o grafo G e o emparelhamento M vistos na
Figura 8.6(a), bem como a floresta M-alternante formada pelas arvores
mostradas na Figura 8.6(b), na Figura 8.6(c) e na Figura 8.6(d). Considere
as seguintes situacoes.

Seu=11ev =5, entdo (u,v) € E, u € par(F) e v /& impar(F),
que corresponde ao Caso 1. Como v /& par(F), a arvore



apresentada na Figura 8.6(b), que contém o vértice 11 cresce com
a adicao das arestas (11,5) e (5,12). Ou seja, a arvore da Figura
8.6(b) é substituida pela arvore da Figura 8.6(e). Ocorre entdo a
operacdo AUMENTAR(F).

Seu=9ev=1, entdo (u,v) € E, u,v € par(F), o que
corresponde ao Caso 2. As arvores da Figura 8.6(e) e da Figura
8.6(c) correspondem a T e T, respectivamente, o que significa T,
# T, isto é, Caso 2.1. O caminho de 10 a 9, na Figura 8.6(e),
unido a aresta (9,1), unido ao caminho de 1 a 2 na Figura 8.6(c),
produz o caminho P formado pelos vértices 10,3,9,1,8,2 que é M-
aumentante. Com isso, o emparelhamento M é substituido pelo
emparelhamento M' = M A P, de cardinalidade uma unidade
maior. Ocorre entdo a operacdo AUMENTAR(M). A Figura
8.7(a) ilustra o grafo G e o novo emparelhamento M’, enquanto
que na Figura 8.7(b) aparece uma floresta M'-alternante F
correspondente a G e a M'. Em particular, os vértices pares de F
sao 15,13 e 14. Todos vizinhos de 15,13 e 14 sao vértices
pertencentes a impar(F). Ou seja, ndo existem u,v € V, (u,v) €
E, u € par(F), e v/& impar(F). Consequentemente, a floresta M-
alternante da Figura 8.7(b) é hungara.

O corolario seguinte é uma consequéncia do Teorema 8.2, que
relaciona emparelhamentos maximos e caminhos aumentantes.

Corolario 8.2
Seja M um emparelhamento de G(V,E) e F uma floresta M-alternante
htingara. Entdo M possui cardinalidade maxima.

Prova Para provar o Corolario 8.2, podemos utilizar um argumento por
absurdo. Suponha que M ndo seja mdximo, Entdo pelo Teorema 8.2, grafo
G possui caminho Maumentante v,v,,...,v,_,v.. Entdo v, e v _sdo raizes de
drvores M-alternantes da floresta F. Nesse caso, existem vértices v,v, ., tais
que v,,...,v.é um caminho Malternante na arvore T , enquanto que v, v, , ...,
v, € caminho M-alternante em T,. Logo, os vértices v,v._ satisfazem (v,v._)



€ E, v € par(F) e v, &/ impar(F). Isto é, F ndo é hiingara, uma
contradigdo.
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Figura 8.7: Floresta huingara

Os Casos 1 e 2, descritos nesta secdo, juntamente com o Corolario 8.2
conduzem a um algoritmo, denominado algoritmo htungaro, para a
construcao de uma floresta hingara de um grafo bipartido e,
consequentemente, para a obtencao de um emparelhamento maximo.

Seja G(V,E) o grafo bipartido, V = {v,...,v }. O Algoritmo 8.2 descreve
o processo. Partindo de um emparelhamento M de G, inicialmente vazio e
de uma floresta M-alternante F correspondente, o algoritmo iterativamente
considera arestas (u,v) € E, tais que u € par(F) e v /& impar(F). Se
existem vértices u,v nessas condicoes, o algoritmo ou cresce F através da
inclusdao das novas arestas (operacaio AUMENTAR(F)) ou encontra um
caminho M-aumentante P (operacaio AUMENTAR(M)). Neste ultimo caso,
sdao redefinidos F, par(F) e impar(F). Se ndo existirem vértices u,v nas
condicOes anteriores, a floresta M-alternante F correspondente é hingara, o
emparelhamento M é maximo, e o algoritmo termina.Para determinar a
complexidade do algoritmo, observar que cada aplicacio da operacao
AUMENTAR(F) pode ser realizada em tempo constante, mediante a
utilizacdo de uma estratégia eficiente para determinar a arvore de T que
contém u. A operacio AUMENTAR(M) pode ser realizada em O(n) passos,
e no maximo O(n) vezes ao longo de todo o processo. Isto €,
AUMENTAR(M) requer O(n’) passos no total. Entre duas operagoes
AUMENTAR(M), cada aresta (u,v) € E do bloco enquanto somente pode
ser considerada uma vez, no maximo. Isto significa, que sdo realizadas
O(nm) operacdoes AUMENTAR(F) ao longo de todo o processo. Entdao a
complexidade final é O(n’+ nm).

8.6 Emparelhamentos e Coberturas por Vértices



Ha uma forte relagdo entre emparelhamentos maximos de grafos bipartidos
e cobertura por vértices minimas. Recordemos do Capitulo 2, que uma
cobertura por vértices de um grafo G(V,E) é um subconjunto C € V | tal
que cada aresta de G possui, pelo menos, uma extremidade em C. De um
modo geral, o interesse é determinar a cobertura de cardinalidade minima.
Comparando-se as cardinalidades de uma cobertura C e de um
emparelhamento M, tendo em vista que cada aresta de M é incidente a pelo
menos um vértice distinto de C, concluimos que min|C| > max|M|.

Algoritmo 8.2: Emparelhamento cardinalidade maxima — Método Hungaro
Dados: grafo bipartido G(V,E)
M := ©; EXPOSTO :=V
para v € EXPOSTO efetuar
T := arvore contendo unico vértice v

\4

F:={T|v € EXPOSTO}
par(F) := EXPOSTO; impar(F) := ©
enquanto existir u,y € V, (u,v) € E, u € par(F), v /&€ impar(F)
efetuar
se v /€ par(F) entao
V' := vértice M-emparelhado a v
T := arvore de F que contém u
adicionar as arestas (u,v),(v,v'))a T
par(F) := par(F) U{v'}
impar(F) := impar(F) U{v}
caso contrario
T := arvore de F que contém u
T := arvore de F que contém v
r:=raizde T;r' :=raizde T
P := caminhoem Tderau
P' := caminhoem T"devar’
P" := concatenacdo de P, aresta (u,v), e P’
M := MAP'
EXPOSTO := EXPOSTO - {r,r'}
para v € EXPOSTO efetuar



T := arvore formada do unico vértice v

\4

F:={T|v € EXPOSTO}
par(F) := EXPOSTO; impar(F) := @
retornar floresta hiingara F, e o emparelhamento M maximo.

Esta desigualdade €é wvalida também para grafos gerais, nao
necessariamente bipartidos. Por exemplo, para cobrir as arestas de um
triangulo sao necessarios dois vértices, enquanto que o emparelhamento
maximo possui apenas uma aresta. Por outro lado, o emparelhamento
ilustrado na Figura 8.1(b) consiste em 3 arestas, enquanto que este grafo
admite uma cobertura C = {1,2,5}, de tamanho 3.

Um fato importante da teoria de emparelhamentos é que a
desigualdade anterior, envolvendo emparelhamentos e coberturas, torna-se
uma igualdade quando o grafo é bipartido. O teorema seguinte, devido a
Konig, apresenta esta formulagao.

‘Teorema 8.3

(Konig) Seja G(V,E) um grafo bipartido com biparticdo V=V U V, M um
emparelhamento e C uma cobertura por vertices de G. Entdo min|C| =
max|M]|.

Prova Para mostrar a igualdade apresentada, reportamo-nos ao Algoritmo
8.1, da se¢do anterior. O algoritmo termina ao produzir o emparelhamento
maximo M de G. Este algoritmo utiliza o digrafo D(M), onde cada aresta
(v,v) € E,comv & Vev, &V, éorientada de v,para v,se (v,v,) € M, e
de v,para v, se (v,v,) € M. Quando M é maximo, o digrafo D(M) ndo
contém caminho de um vértice M-exposto de V, para outro também M-
exposto de V.. Seja V' S V o conjunto de vértices alcan¢ados por caminhos
partindo de algum veértice M-exposto de V. Seja C S V , o conjunto de
vértices definido como C=(V,- V') U (V.n V'),

Inicialmente, provamos que C é uma cobertura por veértices. Caso
contrario, existe uma aresta (v,v,) € E, v € V,v,&€ V, mas v,v, &/ C.
Entdov,&€ V.n V'ev,& V,— V'. Discutimos, em seguida, as alternativas



possiveis para a aresta (v,v,). Suponha (v,v)) € M. Como v,&/ V', a tunica
maneira de alcangar v,é através da aresta (v,v,), que estd dirigida de v,para
v,. Mas como v, € V' isto implicaria em v,&€ V', contradi¢do. Logo (v,v,)
&/ M. Isto significa que (v,v,) esta dirigida de v,para v. Como v,&€ V',
sabemos que v, esta M-emparelhado, caso contrdrio existiria um caminho
M-aumentante iniciado por algum vértice M-exposto de V,e terminado por
v.€ V, o que contradiz M ser maximo. Por outro lado, v,&/ V' implica que
v,também esta M-emparelhado. Entdo, v,e v,estdo ambos M-emparelhados,
o que significa (v,v,) € M, contradizendo (v,v,) €/ M. Logo (v,v,) ndo
pode existir e, consequentemente, C € uma cobertura por vértices.

Resta mostrar a igualdade das cardinalidades |C| = |M].

Sabemos que sempre vale |C| > |[M|. Mas nesse caso, vamos provar que
também vale |C| < |M|. Para tal, basta observar que C ndo pode conter
vértices M-expostos, pois todos os vértices de (V,— V'), assim como os de
(V,n V'), sdo saturados. Além disso, as arestas de M incidentes aos
vertices de C, sdo distintas, o que implica |C| < |M|. Logo, vale a igualdade
C| = M.

Como exemplo, considere o grafo da Figura 8.5(a). O seu
emparelhamento maximo M, |M| = 2 aparece na Figura 8.5(i), e o grafo
D(M) correspondente na Figura 8.5(k). Neste ultimo, verifica-se: V ' =
{5,3,6,7}; V.- V'={4},V.n V' ={3}. Logo, C = {4,3}. Entdo, [C| =2,e C
€ uma cobertura por vértices minima.

8.7 Grafos Bipartidos Ponderados

Nesta secdo, consideramos grafos ponderados. O objetivo é descrever
algoritmos para determinar emparelhamentos de peso maximo. Por outro
lado, tratamos também do conceito de cobertura por vértices ponderada,
onde o objetivo é produzir coberturas de peso minimo. Os emparelhamentos
ponderados maximos e as coberturas ponderadas minimas conduzem a uma
generalizacao do Teorema de Konig que sera também apresentada.
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Figura 8.8: Emparelhamentos e cobertura ponderados

Um grafo ponderado G(V,E) (nas arestas) ¢ um grafo juntamente com
uma func¢do ®, que associa um numero real nao negativo, w(e), a cada aresta
e € E, denotado peso da aresta e. O peso (M) de um emparelhamento M
de G, é definido w(M) = *&, w(e). O problema ora considerado é
determinar o emparelhamento M de G de peso (ponderado) maximo.

O algoritmo a ser apresentando utiliza também ponderacdo nos
vértices, além das arestas. Similarmente, cada vértice v &€ V estara
associado a um numero real ndao negativo, denominado peso de v.
Utilizaremos uma ponderacao especial de vértices, para definir uma
extensao ponderada da ideia da cobertura por vértices. Seja G(V,E) um
grafo com ponderacdo nas arestas w. Uma cobertura por vértices
ponderada de G é uma funcdo ¢, que atribui a cada vértice v € V um real
ndo negativo c(v) satisfazendo c(v) + ¢(v) = w(v,v) para cada aresta (v,v)
€ E. O peso de uma cobertura por vértices ponderada ¢ de G é definido
como ¢(G) = Y i€, c(v). Dado um grafo com ponderacdo nas arestas, o
objetivo é determinar uma cobertura por vértices ponderada de peso
minimo.

Seja M um emparelhamento ponderado do grafo G, e ¢ uma cobertura
por vértices ponderada de G. Entao c(G) > w(M). Para verificar esta
desigualdade, basta somar as desigualdades c(v) + c¢(v) = w(v,v), para todas
as arestas (v,v) € M, o que conduz a ¢(G) > o(M).

Como exemplo, veja a Figura 8.8. O grafo ilustrado é ponderado nos
vértices e arestas. Os pesos dos vértices c(v) e das arestas w(v,v) estdo
ambos indicados na figura, os que se encontram entre parénteses sao pesos
dos vértices. Observe que cada aresta (v,v) satisfaz c(v) + ¢(v) > o(v,v) o
que significa que a ponderacdo dos vértices corresponde a uma cobertura
por vértices ponderada. O peso da cobertura é ¢(G) =c(v) + - + c(v,) =3 +
0+1+1+2+0=7.0 emparelhamento ilustrado na Figura 8.8(a) € M,=



{(v,v),(v,v),(v,v,)}, com peso 4+1+1 = 6, enquanto o da Figura 8.8(b) é M,
= {(v,v),(v,v)}, cujo peso é 4 + 3 = 7. O emparelhamento M, possui
cardinalidade maxima, mas ndo peso maximo, enquanto que M, é o
emparelhamento de peso maximo. Observe que ¢(G) > w(M,), mas c(G) =
w(M,).

Esse fato sempre ocorre para grafos bipartidos, assegurando a seguinte
generalizacdo do Teorema de Konig.

Teorema 8.4
Em um grafo bipartido ponderado, o peso do emparelhamento ponderado
maximo é igual ao peso da cobertura por vértices ponderada minima.

Dado um grafo bipartido ponderado G(V,E), descreveremos um
algoritmo para determinar o emparelhamento ponderado maximo M, bem
como uma cobertura por vértices ponderada minima c. Iremos verificar que
c(G) = (M), o que provara o teorema.

Sem perda de generalidade, podemos considerar que G(VE), V=V U
V., é bipartido completo regular, pois se assim ndo for, podemos acrescentar
vértices, para assegurar |V | = |V, bem como arestas de peso nulo, as quais

ndo influem nos pesos do emparelhamento maximo ou cobertura minima.
Nesse caso, consideramos |V | = |V |. Observe que com tais hipdteses, existe

sempre um emparelhamento ponderado maximo, que satura todos os
vértices de G, ou seja, um emparelhamento perfeito. Em seguida, definimos
a seguinte ponderacdo para os vértices de G.

Sl { max{w(v,v2)|(v,v2) € E}, se

E claro que cada aresta (v,v,) € E satisfaz c(v)+c(v,) > &(v,v,), 0 que
significa que essa ponderacdo é uma cobertura por vértices ponderada, a
qual é denominada trivial.

Para um grafo bipartido com ponderacdo nas arestas, e com cobertura
ponderada c, para uma aresta (v,v,) € E, a diferenca c(v,) + c(v,) — o(v,v,) é
denominada excesso da aresta (v,v,), e denotada por g(v,,v,).

Basicamente, a estratégia do algoritmo é a seguinte. Iniciando-se com
uma cobertura trivial, o processo visa, iterativamente, diminuir os pesos de



alguns vértices de V, e aumentar outros de V, até obter um

emparelhamento perfeito M, e cujas arestas possuam excesso zero. Nessa
condicdo estara garantida a igualdade ¢(G) = w(M), conforme o Lema 8.2.

Lema 8.2

Seja G(V,E) um grafo bipartido completo, regular, com ponderacdo nas
arestas w, e com ponderagcdo nos vértices c. Seja M um emparelhamento
perfeito de G, tal que todas as arestas de M possuam excesso zero. Entdo

c(G) = o(M).

Prova Como ¢(e) = 0, para cada aresta e = (v,w) € M, sabemos que c(v) +
c(w) = w(e). Como M é um emparelhamento perfeito de G, a unido dos
vértices incidentes as arestas de M é o conjunto V , onde cada vértice
aparece exatamente uma vez. Entdo

o(M) =3 .E,0() =% _,,E. ) +cW) =X E,.c(v)=c(G)

O algoritmo utiliza o seguinte conceito. O subgrafo zero do grafo G, é
o subgrafo G(V,E), induzido pelas arestas E,de G, de excesso zero. O

algoritmo constroi um emparelhamento M de cardinalidade maxima em G,.

Em seguida, efetua um procedimento similar ao da prova do Teorema de
Konig. Seja D(M) o grafo direcionado correspondente a M, conforme
utilizado no Algoritmo 8.1. Ou seja, para cada aresta (v,v,) €EE,v,€ Ve,
€ V. direcionar de v, para v, se (v,v,) € M e de v,para v, quando (v,v,) €/
M. Seja V' < V o subconjunto de vértices de G, alcancaveis em G, atraves
de caminhos de D(M), iniciados por algum vértice M-exposto de V. n V.
Seja E' € E, o conjunto de arestas de G com uma extremidade em V' n V,,
eoutraem V- V' SejaV'=V nV'eV=V,n V' Sabemos que E' ndo
contém arestas de E,, caso contrario M ndo seria de cardinalidade maxima,
de acordo com o Teorema 8.2. Em seguida, determinar a aresta e € E' de
excesso minimo €. Resta agora atualizar os valores dos pesos dos vértices,
COomo a seguir:
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permanecendo inalterados os pesos dos demais vértices. Repetir o processo
computando o novo grafo G,, e assim iterativamente. O algoritmo termina

quando o emparelhamento M encontrado for perfeito, o que garante (M) =
c(G), segundo o Lema 8.2.

Formalmente, a correcao do algoritmo pode ser descrita como se
segue.

Ao final da iteracao i do algoritmo, seja

E (i) = conjunto das arestas de G, com excesso zero

G,(V,E (i) = subgrafo de G, induzido pelas arestas E (i)

M (i) = emparelhamento de cardinalidade maxima de G (i)

c(i) = cobertura ponderada de vértices do grafo G (i).

Introduzimos o Lema 8.3, para tratar do caso em que M (i) ndo é um

emparelhamento perfeito. Neste caso, a iteragdo i ndo € a ultima, e o lema
descreve as relacOes entre alguns parametros apresentados e 0s
correspondentes a iteracao i + 1.

Lema 8.3
Se M (i) ndo é um emparelhamento perfeito, entdo, para i > 0,

()M (i) S E(i+ 1)

(i) o(G(i)) > c(G,(i + 1))
(i) V,n V(i) = V,

(V) V,n V(i) S V,n V(i + 1)

Prova Considere a iteracdo i. Seja V' € V (G) o conjunto de vértices de V
(G) alcangados por caminhos direcionados de D(M,)(i)), e iniciados por

algum vértice de V',que seja M (i)-exposto de G (i). Seja V' =V n V', V' =
V.n Ve(v,v) € E[(i). Entdo v,&€ V se e somente se v,& V. Nesse caso, ou
c(v,), c(v,) permanecem inalterados apos a atualizagdo dos pesos de G, ou



entdo c(v,) é incrementado de g, e c(v,)) é decrementado de e. Logo a
diferenca €(v,v,) se manterd. Isto é, (v,v,) € M (i) implica (v,v) € E(i +
1). Entdo (i) vale.

Para provar (ii), observe que a cada vérticev: € Vicorresponde um
vérticer: €V, onde (v,v) € M(i). Contudo,"> contém um vértice M (i)-
exposto sem correspondente emVi-Logo. |ViI<[V;| Portanto hd mais
subtracbes nos valores da ponderacdo de vértices do que somas. Logo, o
peso total das ponderacbes dos vértices decresce a cada iteracgdo,
garantido c(G(i)) > c(G (i + 1)).

A dfirmativa (iii) decorre do fato de que cada vértice de V, seja
emparelhado ou exposto, estd incluido em V (i). Logo V,n V(i) = V,e (iii)
se verifica.

Finalmente, para mostrar (iv), observe que ao final da iteragdo i, cada
vértice de V.n V(i) esta emparelhado, ou € incidente a uma aresta de

excesso 0, cuja outra extremidade é um vértice emparelhado. Nesse tltimo
caso, ele serd incorporado a V.n V(i + 1), o que prova a afirmativa (iv).

A cada iteracao do algoritmo, aumenta a cardinalidade do
emparelhamento, ou do conjunto |V.n V'|. Isto é, em cada iteracdo do bloco
repetir, um vértice novo de V, n V entra no conjunto V', pois uma nova
aresta (v,v,) € E,ondev, &€V -V'ev, &V n V' ¢ adicionada a E,, aquela
aresta (v,v,), de excesso minimo. Por outro lado, nenhum vértice de V.n V,
deixa de fazer parte de V.

Como G é um grafo bipartido completo regular, concluimos que para
uma certa iteragdo € do algoritmo V, = V., n V. Nesse caso, o
emparelhamento obtido M (£) satura todos os vértices de G. Esta constitui a
ultima iteracdo, e o algoritmo termina neste ponto, pois o emparelhamento
M (%) é perfeito em G. Pelo Lema 8.3, c(G) = w(G), o que completa a prova
do Teorema 8.4.

O Algoritmo 8.3 descreve o processo, produzindo ao final um
emparelhamento ponderado maximo M e uma cobertura por vértices
ponderada minima c.

Resta considerar ainda a determinagao da complexidade do Algoritmo
8.3. A operacao dominante, em termos de complexidade, do bloco



repetir ... até que

€ a determinacdo do emparelhamento de cardinalidade maxima de G,
Utilizando o Algoritmo 8.1, esta operacdao pode ser realizada em O(nm)
passos. Contudo, de acordo com o Lema 8.3, as arestas do emparelhamento
maximo M (i) obtido na iteragdo i sdo preservados na iteracdo i + 1 como
emparelhamento, embora nao necessariamente maximo. Entdo, para
determinar M (i + 1), podemos partir de M (c). Nesse caso, o numero de
passos realizados para a constru¢ao de todos os emparelhamentos maximos
considerados é O(nm). O lema seguinte determina 0 numero maximo de
iteracOes realizadas no bloco repetir.

Lema 8.4
O Algoritmo executa, no maximo, O(°) iteracdes do bloco repetir.

Prova Ja sabemos que a cada iteracdo do algoritmo, aumenta a
cardinalidade do emparelhamento, ou do conjunto |V, n V |. Entdo no
maximo apos O(n) iteracdes, a cardinalidade do emparelhamento
aumentard em uma unidade. Consequentemente, em O(n’) iteracores
obtém-se um emparelhamento perfeito.

Como consequéncia deste lema, concluimos que o Algoritmo 8.3 pode
ser implementado em O(n’m).
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Figura 8.9: Um exemplo de aplicacao do Algoritmo 8.3

Algoritmo 8.3: Emparelhamento ponderado maximo — Grafos bipartidos
Dados: grafo bipartido completo regular ponderado G(V,E), V=V, U V,
peso real
w(v,v,) = 0, para cada aresta (v,,v,) € E, |V| = |V|.
parav € V efetuar
c(v) := max{o(v,v)|(vv,) € E}
parav € V efetuar
c(v):=0
para (v,v,) € E efetuar
e(v,v) :=c(v) +c(v,) —ov,v,)
E :={(v,v,) € Ele(v,v,) =0}
G,:= subgrafo induzido em G, por E,
repetir
M := emparelhamento de cardinalidade maxima de G,
construir D(M)



se M nao for perfeito entao
V':={v € V|v é alcancavel em D(M) de algum v,€E V.n V,, v,
exposto}
e :=min{e(v,v)lv,EV -V'evEV,NV'}
parav € V. n V' efetuar
c(v) :=c(v) +¢
parav € V,n V' efetuar
c(v):=c(v) — ¢
para (v,v,) € E efetuar
g(v,v,) :=c(v) +c(v) - w,v,)
E :={(v,v,) € Ele(v,v,) =0}
G,(V,E,) := subgrafo induzido em G, por E,
até que M seja um emparelhamento perfeito em G
retornar emparelhamento M e pesos c(v),vE V

A Figura 8.9 ilustra um exemplo de aplicacdo do Algoritmo 8.3, para
determinacdo do emparelhamento de peso maximo em um grafo bipartido
ponderado completo. A Figura 8.9(a) descreve o grafo G, com pesos nas
arestas, a matriz W de pesos. A cobertura trivial ponderada dos vértices C,
aparece também nesta mesma figura. A Figura 8.9(b), a Figura 8.9(c) e a
Figura 8.9(d) ilustram cada uma das trés iteracoes efetuadas pelo algoritmo,
até o término. Em cada uma delas, aparece o grafo G/(i), com o
emparelhamento maximo M (c), a matriz dos excessos das arestas &(i), e a
cobertura ponderada c(i), para i = 1,2,3. O emparelhamento obtido no passo
3, Figura 8.9(d), é perfeito, possui peso 5 + 7 + 6 = 18, enquanto que a
cobertura ponderada dos vértices possui peso5+5+3+3+2+0=18

8.8 Grafos Gerais sem Peso

Nesta secdo, descreveremos um algoritmo para encontrar o emparelhamento
maximo em um grafo geral, ndao necessariamente bipartido. Consideramos
grafos sem pesos.



Numero | Vértice e(v;)
iteragdo | escolhido | c(vy) | e(va) | e(vs) | clvg) | c(vs) | c(vs) | e(vr)
0 o 0 1 o0 00 00 3 00
1 Vo 0 1 o0 o0 00 3 3
2 U7 0 1 o0 4 00 3 3
3 V6 0 1 00 4 8 3 3
4 V4 0 1 00 4 6 3 3
5 Us 0 1 6 4 6 3 3
6 U3 0 1 6 4 6 3 3
4 5 ? 9
o " 1 2 3
: 2 % o ]
® L ]
8 7 6 8

(a) (b)
Figura 8.10: Exemplo de emparelhamentos em grafo nao bipartido

Inicialmente, observamos que o Teorema 8.2 é valido para qualquer
grafo. Portanto, a ideia sera utilizada também neste caso, como para grafos
bipartidos. Isto é, dado um grafo G e um emparelhamento M de G,
qualquer, iterativamente procurar um caminho P que seja M-aumentante,
incrementar a cardinalidade do emparelhamento através de M = MAE , e
assim por diante. Mas, da mesma forma como no caso bipartido, é
necessario estabelecer uma estratégia de como encontrar caminhos
aumentantes.

Para ilustrar a dificuldade adicional existente nos grafos nao
bipartidos, veja o grafo e o emparelhamento M da Figura 8.10(a).
Observemos a sequéncia de vértices 1,2, 3, 4, 5,6, 7, 3, 2, 8. As arestas
dessa sequéncia constituem uma sequéncia alternante, pois em cada par de
arestas consecutivas uma pertence a M e outra nao. Além disso, os vértices
extremos sao M-expostos. Mas a sequéncia de vértices ndao constitui um
caminho M-aumentante, pois possui vértices repetidos, isto €, ndo € um
caminho. Este fendomeno ocorreu devido a presenca do ciclo 3,4,5,6,7,3, de
comprimento impar, o que caracteriza um grafo nao bipartido, segundo o
Teorema 2.2.

O exemplo sugere os conceitos de passeio M-alternante e passeio M-
aumentante, similares a caminho M-alternante e caminho M-aumentante,
exceto que passeios sdao considerados ao invés de caminhos, isto €, com



possivel repeticdio de vértices. Contudo, exigimos que o0s Vvértices
localizados nas extremidades sejam distintos.

Trataremos, em seguida, deste novo contexto.

Seja G um grafo, e M um emparelhamento em G. Uma M-floragdo é
um passeio M-alternante v,v ,...,v, tal que v,é M-exposto, t é Impar e v.= v,
para algum i < t. Isto é, consiste em um caminho M-alternante v,,...,v, de
comprimento par denominado haste, seguido de um ciclo de comprimento
impar v,v_,...,v, onde v = v, denominado M-flor . O n6 v ¢é a base da flor .
Observe que v ¢ saturado se e somente se i > 0.

Considere o exemplo do grafo G e do emparelhamento M da Figura
8.10(a). Conforme ja observado, a sequéncia de vértices 1,2,3,4,5,6,7,3,2,8
constitui um passeio M-aumentante, mas nao um caminho. A presenca do
ciclo impar 3,4,5,6,7,3 da origem a uma M-floracao, cuja haste é o caminho
1,2,3, a base é 3, e a M-flor F é o ciclo impar 3,4,5,6,7,3.

Examinamos agora passeios M-alternantes, com mais detalhe.

Um passeio M-aumentante € minimal quando ele ndao contém
propriamente outro passeio M-aumentante. O lema seguinte descreve as
alternativas deste tipo de passeio.

Lema 8.5

Seja G um grafo, M um emparelhamento de G, e P um passeio M-
aumentante em G, entre v, e v. Entdo ocorre uma das seguintes
alternativas:

(i) P é um caminho M-aumentante

(ii) P contém uma M-floragdo e ndo contém ciclos simples
pares

(iii) P ndo é M-minimal.

Prova Seja P um passeio M-aumentante v ,...,v.em G. Se P for um caminho,
(i) se verifica. Suponha que P ndo seja um caminho, Entdo P contém um
ciclo C de vértices w,,...,w,, onde w,= w, sequindo a ordem em que C foi

percorrido em P. Suponha que |C| seja par. Apos percorrer C, o passeio P
abandona C através de uma aresta incidente a algum vértice w, de C.



Podemos verificar que as arestas de C que estdo em M, sdo (w,w,), (w,w,),
vy (W _,w_), e que além disso w, é par. Caso contrario, a ordem de
alternancia das arestas em P, entre pertencentes ou ndo pertencentes a M,
ndo seria obedecida. Os vértices w,,...,w_aparecem pelo menos uma vez
nesta ordem em P. Contudo, quando P abandona C, apenas os vértices
W,,...,w, sdo percorridos. Logo, eliminando as arestas (w,,w,,),(W,.,W,..)s---s
(w—,w) de P, obtemos um passeio M-aumentante propriamente contido em
P. Entdo P ndo é M-minimal, e (iii) se verifica. A unica alternativa restante
é P conter uma M-floragdo e ndo conter ciclos pares, o que equivale a

alternativa (ii).

As seguintes observacoes decorrem do Lema 8.5. Seja P um passeio
M-minimal que ndo é um caminho. Entdo,

P contém uma M-floracdo e a aresta (v,w) que conduz ao ciclo
impar é percorrida exatamente duas vezes em P, uma vez de v
para w, e outra no sentido contrario, de w para v.

A Figura 8.11(a) e a Figura 8.11(b) ilustram as (unicas) situagoes
possiveis em que ciclos podem aparecer em passeios M-aumentantes. A
Figura 8.11(a) ilustra o caso de ciclo par, e a Figura 8.11(b) o caso de ciclo
impar. O vértice w, é a entrada do passeio no ciclo, e w, representa a saida

em ambas as situacoes. No caso do ciclo par, w,# w,, enquanto para o ciclo
Impar, w,= w,. Se um ciclo C for par, o passeio abandona C através da aresta
(w,w), onde w, # w e w & C. Na situagdo de C impar, o abandono se da
através da aresta (w,w,), onde w €& C, aresta essa utilizada para entrar em

C. Contudo, para a saida de C, esta aresta é percorrida em sentido contrario
ao utilizado na entrada.

w, Wo
LW =W, Lw=w=w, .,
o o": Y (Y&
w,, ® CYE w,,® ' Y&
w
W, ® g W, ® o'
) é c éw"”—’ é C .:Wp"
We.s Wyia ’
We, Wpt
%’5__,. ® Wp+i. @'
n7
v, @ o

(a) (b)



Figura 8.11: Ciclos par (a) e impar (b) em passeios
Em seguida, examinamos como tratar as floragoes. Seja F uma M-flor
de uma Mfloracdao de um grafo G. Represente por G/F, o grafo obtido pela
identificacdo dos vértices de F, na base b da M-flor, removendo-se as
arestas de M que possuem ambas as extremidades em F. Nesse caso,
observe que a base b é um vértice M/F-saturado se e somente se b for M-
saturado.

O grafo G/F e o emparelhamento M/F que se encontram representados
na Figura 8.10(b). Observe que a M-flor 3,4,5,6,7,3 de G foi transformada
no unico vértice 3, no grafo G/F. Nesta ultima, o vértice 3 adquire o vizinho
9, pois este dltimo era vizinho do vértice 5, parte da M-flor.

Como decorréncia do Lema 8.5, as seguintes alternativas ocorrem.

i) G ndo contém passeio M-aumentante. Neste caso, conclui-
se diretamente que M é maximo.

ii) O passeio M-aumentante encontrado é na realidade um
caminho M-aumentante P. Entdo podemos aumentar a
cardinalidade de M, através de M := MAE,.

iii) O passeio M-aumentante encontrado contém uma M-
floracao.

A nova situacdao que se apresenta € a alternativa (iii), iremos examina-
la em seguida, com o auxilio do Lema 8.6.

Lema 8.6

Seja F uma M-flor de base b, de uma floragdo de um grafo G, e v # b um
vértice de F. Entdo existe um caminho M-alternante de comprimento par,
entre b e v.

Prova Ha duas possibilidades de percurso em F, entre b e v, ambos
correspondem a caminhos M-alternantes: percorrer F, entre b e v, no
sentido hordrio ou anti-hordrio. Um desses caminhos possui comprimento
par, e outro impar.



O seguinte teorema é fundamental para resolver o problema do
emparelhamento maximo em grafos gerais.

Teorema 8.5

(Edmonds) Seja G um grafo, M um emparelhamento de G, e F uma M-flor
de uma M-floragdo de G. Entdo M é maximo em G se e somente se M/F é
maximo em G/F.

Prova Conforme jd observado, a base b de F pode ser considerada como
ndo Msaturada em G. Além disso, como b pertence também a M/F, b
também ndo esta M/F-saturado em G/F. A prova consiste em duas
construcgoes, descritas a seguir.

Construcao 1: Dado um caminho M/F-aumentante P em G/F, obter um

caminho M-aumentante P' em G, como a sequir.
Se b /& P entdo basta definir P' := P. Como b estd M/F-
saturado, b esta também M/F-saturado e, portanto, ndo é um
dos extremos de P. Seja u o vizinho de b em P, tal que (b,u)
&/ M/F. Sabemos também que u /&€ F. Entdo u possui
vizinho v em F, cuja identificagdo com b resultou na aresta
(b,u). Obter o caminho P', expandindo-se o vértice b em P,
pelo caminho em F M-alternante, de comprimento par entre
b ev (Lema 8.6). O caminho P' é M-aumentante.

Construcao 2: Dado um caminho M-aumentante P' em G obter um
caminho
M/Faumentante P em G/F.

Seja w,w,,...,w,um caminho M-aumentante P’ de G. Se P' n
(F — {b}) = @ entdo basta definir P := P'. Caso contrdrio,
obtemos P do sequinte modo. Sabemos que w,w, €/ F, pois
w,w, sdo vértices Mexpostos e todos os vértices de F ndo o
sdo. Seja w,o vértice de P n F mais proximo aw, ew &€ P n



F o mais proximo a w,. Entdo, i > 0 e j < £. Definir P como
sendo a sequéncia w,...,w_,b,w_,...,w. Consequentemente, P

1t

é um caminho M/F-aumentante em G/F.

Como consequéncia das Construcoes 1 e 2, G contém caminho M-
aumentante se e somente se G/F contém caminho G/F-aumentante, o que
prova o teorema

Como exemplo da Construcao 1, considere o grafo G com o
emparelhamento M e a flor F ilustrados na Figura 8.10(a), bem como o
grafo G/F com o emparelhamento M/F, da Figura 8.10(b). Seja o caminho
M/F-aumentante P em G/F, formado pelos vértices 1,2,3,9. Seguindo a
Construcao 1, obtemos um caminho M-aumentante em G, do seguinte
modo. Inicialmente, consideramos a haste H, de vértices 1,2,3 de
comprimento par, da floracao que contém F, em G, bem como a base b, no
caso o vertice 3.

Aplicando, agora, a Construcao 1 propriamente dita, e seguindo a
notacao utilizada, temos: b =3, u =9, v=5. O caminho Q, de comprimento
par, entre 3 e 5, em F, é 3,4,5. Entdo o caminho M-aumentante P' é obtido
pela substituicao do vértice base 3 pelo caminho Q em P'. Logo, P’ é o
caminho 1,2,3,4,5,9.

Como exemplo para a Construcao 2, considere novamente o grafo G e
o emparelhamento M, da Figura 8.10(a). Nesse caso, o vértice base b = 3. O
emparelhamento M/F aparece na Figura 8.10(b). Considere o caminho M-
aumentante P’ formado pelos vértices 9,5,4,3,2,1 na Figura 8.10(a).
Sabemos que a M-flor F é o ciclo 3,4,5,6,7,3. Entdo P' n (F — {b}) # D e,
segundo a notacao utilizada w,= 9, e w,= 1. O vértice w pertencente a F n
P’ mais proximo a w,em P’ € 5, e o vértice w € F n P’ mais proximo a w, é
3. Logo, o caminho M/F-aumentante P’ em G/F, correspondente a P, é
9,3,2,1.

No exemplo de aplicacdao do teorema anterior, considere novamente a
Figura 8.10. Concluimos que o emparelhamento M da Figura 8.10(a) ndo é
maximo, pois o emparelhamento M/F da Figura 8.10(b) também ndo o é.

A aplicacdo da estratégia que esta sendo apresentada, se baseia no fato
de que um passeio M-alternante é conhecido. Torna-se entdo necessario



desenvolver um método para encontrar passeios M-aumentantes no grafo,
descrito a seguir.

Seja G(V,E) um grafo qualquer e M um emparelhamento em G. Como
no caso bipartido, utilizaremos um grafo direcionado auxiliar D(M). O
conjunto de vértices de D,é V , e o conjunto de arestas € definido da
seguinte maneira: Para um par de arestas distintas (v,v,),(v,v,) € E, (v,v,) é
aresta direcionada de v para v,se e somente se

(vyv)&/Me(v,v)EM

Assim a existéncia de uma aresta (v,v,) em D significa o percurso de
um trecho do passeio em construcao, no caso da aresta (v,v,) €/ M, seguida
da aresta (v,v,) € M. Entdo, um passeio M-aumentante corresponde a um
caminho P, em D(M), iniciado por algum vértice M-exposto v, e com
término em algum vértice M-saturado v, tal que v _possui vizinho v # v em
G, onde v é M-exposto. O vértice v é agregado ao passeio.

O Teorema 8.6 atesta a correcao do método.

Teorema 8.6

Seja G um grafo e M um emparelhamento em G. Entdo G contém um
passeio Maumentante minimal P se e somente se D(M) contém um caminho
direcionado iniciado por algum vértice M-exposto v,, e terminado em um
vértice que seja adjacente, em G, a outro vértice M-exposto v # v,

Prova Seja P um passeio M-aumentante minimal v,v,,...,v._,v.em G. Como
as arestas (v,v,), alternadamente, ndo pertencem e pertencem a M, e os
vértices v,,v.sdo M-expostos, entdo as arestas (v,v), (v,v,), ..., (v._,v) €/ M,
e as demais arestas pertencem a M. Em consequéncia, o grafo D(M)
contém as arestas direcionadas (v,v), (v,v,), ..., (v.,v._), onde v_ &
adjacente, em G, a v. Resta mostrar que os vértices v,,v,,...,v_,v._ sdo todos
distintos. Se P é um caminho em G, entdo todos os vértices v,,v,,...,V. ,v sdo

distintos. Caso contrdrio, como P é minimal, P ndo contém ciclos pares.
Por outro lado, sabemos que se P contém um ciclo impar C, de vértices,
W,W,,...,W, ,W,, onde w,= w, entdo as arestas de D, correspondentes ao

k-1°



percurso de C em D sdo (w,w,), (W,W), ..., (w,_,w,), onde (w,w) € Mew,
&/ C. Logo, C é percorrido exatamente uma vez em P. Consequentemente,
os vertices v, v,, ..., v_,v_ sdo todos distintos, o que implica que (v,v,),
(V,V,), ..., (V_,,v, ) sdo as arestas de um caminho em D, iniciado pelo vértice
M-exposto v, e terminado pelo vertice v_, adjacente em G, ao vértice M-
exposto vZ v,

Reciprocamente, sejam (v,v,), (v,v,), ..., (v._,v_) as arestas de um
caminho P, em D, tal que v, é M-exposto, v,_, é adjacente, em G, a um
vértice v, também M-exposto, v, # v,. Obter um passeio M-aumentante
minimal P, correspondente a P, como se segue:

Construcao 3: Escolher vértices v,v,,...,v_,€ V , tal que

(v,v), (Vyv), ooy v—,v—) €EE—-M,e

t 3

(v,v), (v,v), ..., (v—,v—) € M.

t 22

Construir P como sendo o passeio v,v,v,,...,v, ,v

Y-

A escolha dos vértices v,v,...,v., € V , satisfazendo as condigbes

descritas na Construg¢do 3, é sempre possivel, pois decorre diretamente da
definicdo do grafo D(M). Cada par de vértices consecutivos de P
corresponde a uma aresta de G. Logo, P é um passeio. Além disso, em cada
par de arestas consecutivas de P, uma pertence a M e outra ndo pertence.
Como v,,v,sdo vértices M-expostos, o passeio é M-aumentante. Resta
mostrar que P é minimal. Suponha o contrario. Logo P contém um ciclo
par, de vertices w,w,, ...,w,_, w, onde w = w, e k é impar. Por outro lado,
sabemos que (w,w,), (w,w), ..., (w_,w,_) &/ M. Este ciclo corresponderia
entdo em D.ao percurso (w,w,), (wW,w,), ..., (w_,w,), (W,w,), .... Logo, este
percurso em D conteria vértices repetidos, o que contradiz o mesmo ser um

caminho. Logo, P ndo pode conter ciclos pares, consequentemente, P €é
minimal.

Como exemplo da Construcao 3, utilizamos o caminho inverso do
exemplo acima, referente ao grafo G e emparelhamento M da Figura
8.10(a). No caso, supomos que seja dado o caminho P, em D, formado



pelos vértices 1,3,5,7,2, iniciado pelo vértice Mexposto 1, e terminado pelo
vértice M-saturado 2, tal que (2,8) € E, e 8 é M-exposto. De acordo com a
notagao da Construgao 3,v,=1,v_=2,v=8,oque conduzav,=1,v,= 3, v,
=5 v.=7v,=2ev, =8 comt=9. A escolha de vértices v,v,...,v_,
satisfazendo as condi¢des da Construgdo 3, conduziria a: v,= 2,v, = 4,v_=
6,v, = 3. Assim, o passeio M-aumentante P em G, correspondente a P,
formado pelos vértices v,,v,v,,...,v._,v, no caso é igual a 1,2,3,4,5,6,7,3,2,8.

Considere o grafo G e o emparelhamento M da Figura 8.10(a). Na
Figura 8.12 aparece o grafo direcionado D(M) correspondente ao grafo e
emparelhamento representados na Figura 8.10(a). O passeio M-aumentante
1,2, 3,7,6,5, 4, 3, 2, 8, corresponde ao caminho 1, 3, 6, 4, 2 em D,
iniciado pelo vértice M-exposto 1 e terminado pelo vértice M-saturado 2, o
qual possui o vizinho M-exposto 8 # 1.

Figura 8.12: Grafo direcionado D(M) da Figura 8.10(a)

O algoritmo agora esta aparente. Dado um grafo G e um
emparelhamento M, possivelmente vazio, construir o grafo D(M), bem
como um caminho em D, iniciado em um vértice v, M-exposto, e terminado
em um vértice v que possua um vizinho v,em G, M-exposto. Se D, nao
contém tal caminho entdo M é maximo (Teorema 8.6), e o algoritmo
termina. Caso contrario, construir o passeio M-aumentante minimal em G
(Construcdao 3). Se P for um caminho M-aumentante, entdo aumentar a
cardinalidade de M, através de M := MAE (Teorema 8.2), onde E representa
o conjunto das arestas que formam P. Caso contrario, P contém uma M-
floracao, e denote por F a M-flor correspondente. Construir o grafo G/F e o
emparelhamento M/F, e repetir o processo para G/F e M/F, recursivamente,
para verificar se existe caminho P/F que seja M/Faumentante em G/F. Se
nao existir tal caminho, entdao M/F é maximo em G/F, pelo Teorema 8.5 M
é maximo em G, e o algoritmo termina. Caso contrario, transformar o



caminho P/F-aumentante de G/F, em um caminho P que seja M-aumentante
em G, de acordo com a Construgao 1 do Teorema 8.5. Construir M := MAE

, e repetir o processo para G e o valor atualizado de M.

O Algoritmo 8.4 descreve o processo. A sua entrada é um grafo
G(V,E), conexo, e a saida € um emparelhamento maximo em G. Ele utiliza a
Construcao 1 do Teorema 8.5, a qual constréi um caminho M-aumentante P,
correspondente ao caminho M/F-aumentante do grafo G/F, para a M-flor
selecionada F de G.

O Algoritmo 8.4 utiliza o procedimento AUMENTANTE (G, M, P).
Para o grafo G e um emparelhamento M de G, o procedimento verifica se G
contém passeio M-aumentante P. Com este proposito, inicialmente, o
procedimento constroi o grafo auxiliar D(M). Em D, o objetivo é construir
um caminho P de v,a v, tal que, v,,v sejam vértices M-expostos e (v,v) € E.
Se D, contiver um caminho P, com estas propriedades, entdo P, é
transformado em um caminho M-aumentante P de G, através da Construcao
3. Caso contrario, define-se P := ©. O procedimento retorna a informacao
sobre o caminho P, a qual € utilizada pelo Algoritmo 8.4.

O procedimento AUMENTANTE, por sua vez, utiliza o procedimento
REDUCAOFLOR(G',M',P"), o qual, recursivamente, ir4 construindo a M'-
flor de G', cada vez que esta é encontrada. O passeio P’ de G' é entdo
transformado no passeio P de G, através da Contrucao 1. As construcoes 1 e
3 correspondem também a procedimentos que sdao chamados pelo algoritmo
principal, e pelos procedimentos AUMENTANTE e REDUCAO-FLOR.
Isto é, CONSTRUCAO_1(G', M', P', M,G) é uma funcio, que associa o
caminho M-aumentante do grafo G, ao caminho M'-aumentante do grafo G/,
onde G' = G/F e M' = M/F, para uma certa flor F.

O algoritmo principal, Algoritmo 8.4, bem como os procedimentos
AUMENTANTEe REDUCAO-FLOR sdo detalhados a seguir. Com isso,
completamos a descricdo do algoritmo para determinacdo do
emparelhamento maximo em grafos gerais.

P

Algoritmo 8.4: Emparelhamento em grafos gerais
Dados: Grafo G(V,E)
repetir
REDUCAO-FLOR(G,M,P)
M := MAE,



atéque P =0

Procedimento REDUCAO-FLOR(G, M, P)
AUMENTANTE(G,M,P)
se P contém M-flor F entao
G':= G/F; M' := M/F
REDUCAO-FLOR(G',M',P")
P := CONSTRUCAO_1(G',M',P',M,G)

Procedimento AUMENTANTE(G, M, P)
D(M) := grafo direcionado auxiliar

se existir caminho P de v,a v.em D, tal que (v,v) € E, e v,,vsdo M
expostos entao
P := CONSTRUGAO_3(P,D,G,M)

A complexidade do Algoritmo 8.4 pode ser determinada da seguinte
maneira. A constru¢do do grafo D(M), no procedimento AUMENTANTE,
pode ser realizada em O(m) passos. A busca do caminho P, bem como a
sua transformacdo em um passeio M-aumentante minimal de G requerem
O(m) passos. Assim, o procedimento AUMENTANTE termina em O(m)
passos. Cada chamada do procedimento REDUCAO-FLOR, a partir do
algoritmo procedimento principal, termina em O(n(n+m)) passos, incluindo
as chamadas recursivas por ele geradas. Pois, cada reducao diminui o
emparelhamento em pelo menos dois vértices, e no maximo O(n) chamadas
do procedimento sdo realizadas. A complexidade final é, pois, O(n’m).

8.9 Programas em Python

Esta secdo contém implementacdoes dos algoritmos formulados neste
capitulo. As implementacoes seguem as descricOes gerais apresentadas nos
Capitulos 1 e 2.



8.9.1 Algoritmo 8.1: Emparelhamento Bipartido (com Digrafo)

A implementacao do Algoritmo 8.1 é uma traducdo direta para a linguagem,
observando-se que as Linhas 7-10 implementam a condicao de parada do
algoritmo.

Programa 8.1: Emparelhamento cardinalidade maxima - Grafos bipartidos

1 #Algoritmo 8.1: Emparelhamento cardinalidade maxima - grafos
bipartidos
2 #Dado: Grafo bipartido G com biparticdo V1 U V2, onde V1 = |

{1,...,6.tV1}; V2 = {G.tVi+1, ..., |V(G)|}

3 # Retorna emparelhamento M[1..n], onde: (i) M[v] = None <==> v € |
exposto,; (ii) M[v] = w <==> vw in M

4 def EmparelhamentoBipartido(G):
5 M = [None]*(G.n+1)

6 while True:

7 D = ObterD(G, M)

8 P = BuscaCamAumentante(D)
9 if len(P) == 0:

10 break

11 M = DifSimetrica(M, P)

12 return M

13

14 def ObterD(G, M):

15 “7”7” G: Grafo, M: emparelhamento. Retorna D(M). “””

16 D = GrafolListaAdj(orientado = True)



17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

!

D.DefinirN(G.n+1)

D.tvl = G.tvl

D.Exp = [False]*(D.n+1)

for v in range(1, D.n):

D.Exp[v] = (M[v] ==

None)

for v in range(1, G.tvi+1):

if D.Exp[v]:

D.AdicionarAresta(D.n, V)

for w in G.N(v):

if M[v] == w:

D.AdicionarAresta(w, V)

else:

D.AdicionarAresta(v,w)

return D

def BuscaCamAumentante(D):

“77 D: digrafo com grafo subjacente conexo. Retorna (as arestas de)

um caminho aumentante,

def P(v):

D.Marcado[v] = True

se existente.

V84



37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

a7

48

49

50

51

52

53

54

55

56

Q.append(v)

if D.tVvl < v < D.n and D.Exp[v]:

return True

for w in D.N(v, “+"):

if not D.Marcado[w]:

if P(w):

return True

Q.pop()

return False

D.Marcado = [False]*(D.n+1);

Q =[]
s = D.n
P(s)

return Q[1:]

def DifSimetrica(M, P):

“77 M: emparelhamento, P: (arestas de) um caminho. Retorna a |

diferenca simétrica de M por P “"”

MR = [ v for v in M ]

for i in range(0, len(P), 2):

MR[P[1]], MR[P[i+1]]

P[i+1], P[i]



57

return MR

8.9.2 Algoritmo 8.2: Emparelhamento Bipartido (Método Huangaro)

Na implementacdo do Algoritmo 8.2, o conjunto EXPOSTO foi
representado por uma tabela de acesso direto EXPOSTO, tal que
EXPOSTO[v] = True se e somente se v € EXPOSTO. A estratégia da
implementacdo do comando de repeticdao é ligeiramente modificada,
seguindo a analise da complexidade de tempo (final da Secdo 8.5). Na
implementacdo, itera-se sobre cada aresta (u,v). Quando achamos uma
aresta em que u seja par e v nao seja impar, executa-se o corpo da repeticao.
Quando M é aumentado, reiniciamos a iteracao sobre o conjunto das arestas
de G. A diferenca simétrica é feita tal como no Algoritmo 8.1.

Programa 8.2: Emparelhamento cardinalidade maxima - Método Hungaro

10

11

12

13

#Algoritmo 8.2: Emparelhamento cardinalidade mdxima - Método Hungaro

#Dado: Grafo bipartido G com biparticdo V1 U V2, onde V1 = |
{1,...,6.tV1}; V2 = {G.tVi+1, ..., |V(G)|}

def EmparelhamentoBipartidoMetodoHungaro(G):

#uv in M <==> M[u] = v e M[v] = u

M = [None]*(G.n+1); EXPOSTO = [True]*(G.n+1)

#T[v] é pai de v na arvore de T ou T[v] = v se v é raiz de sua
arvore

T = [None] + [v for v in G.V()]

#par[v] == True <==> v é par(F); impar[v] == True <==> v é impar(F)

par = [True]*(G.n+1); impar = [False]*(G.n+1)

E = G.E(); (u,v) = next(E, (None, None))

while u != None:

if par[u] and not impar[v]:



14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

if not par[v]:

#AUMENTAR (F)

vlin

= M[v]

T[v], T[vlin] = u, v

par[vlin] = True; impar[v]

else:

#AUMENTAR(M)

[r]

while T[r] != r:

P.append(T[r])

r =T[r]

P.reverse()

rlin

=V

P.append(rlin)

while T[rlin] != rlin:

M

P.append(T[rlin])

rlin = T[rlin]

DifSimetrica(M, P)

True



35 EXPOSTO[r] = False; EXPOSTO[rlin] = False

36 par = [None] + [ EXPOSTO[v] for v in G.V() ]
37 impar = [False]*(G.n+1)
38 T = [None] + [ (v if EXPOSTO[v] else None) for v in G.V()

39 E = G.E()
40 (u,v) = next(E, (None, None))
41 return M

8.9.3 Algoritmo 8.3: Emparelhamento Bipartido Ponderado

O Algoritmo 8.3 é implementado como tradugdo direta para a linguagem.
As funcoes EmparelhamentoBipartido, ObterD e BuscaCamAumentante
sao aquelas definidas no Algoritmo 8.1.

Programa 8.3: Emparelhamento ponderado maximo - Grafos bipartidos
1 #Algoritmo 8.3: Emparelhamento ponderado maximo - Grafos bipartidos

2 #Dados: grafo bipartido completo regular ponderado G, peso real |
w[vl][v2] >= 0 para cada aresta (vi,v2) em E

3 def EmparelhamentoBipartidoPonderado(G, w):

H
(o]
1

[None]l*(G.n+1)

5 e = [None]l*(G.n+1)

6 for i in range(1,G.n+1):

7 e[i] = [None]*(G.n+1)
8 G.tvl = G.n//2



10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

def DefinirGO(G,e):

GO = GrafolListaAdj(orientado = False)

GO.DefinirN(G.n)

GO.tvl = GO.n//2

GO.d = [0]*(GO.n+1)

E@ = [(v1,v2) for (v1i,v2) in G.E() if e[v1][v2]

for (vi,v2) in EO:

GO.AdicionarAresta(vi, v2)

GO.d[v1l] =+ 1; GO.d[v2] =+ 1

return GO

for v in range(1,G.tVi+1):

c[v] = max ([w[v][v2] for v2 in G.N(v)])

for v in range(G.tVi+1,G.n+1):

c[v] =0

for (vi,v2) in G.E():

e[v1i][v2] = c[v1l] + c[v2] - w[vil][v2]; e[v2][vl] = e[v1][Vv2]

GO = DefinirGO(G,e)

while True:

M = EmparelhamentoBipartido(GO)

if len([i for i in range(len(M)) if M[i] !'= None]) < G.n:



31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

D = ObterD(GO,M)

BuscaCamAumentante(D) #D.Marcado[v] <==> v 1in Vlin

eps = [e[v1i][v2] for v2 in range(G.tVi+1,G.n+1) for v1 in
!

range(1,G.tvi+1l) if (not D.Marcado[v2]) and
D.Marcado[v1]]

emin = min(eps)

for v in range(G.tVi+1,G.n+1):

if D.Marcado[v] > 0:

c[v] = c[v] + emin

for v in range(1,G.tvi+1):

if D.Marcado[v] > O:

c[v] = c[v] - emin

for (vi,v2) in G.E():

e[v1i][v2] = c[v1l] + c[v2] - w[vil][v2]; e[v2][vl] = e[v1l]
[v2]

GO = DefinirGO(G,e)

else:

break

return (M, c)

8.9.4 Algoritmo 8.4: Emparelhamento Geral
As fungoes do Algoritmo 8.4 seguem em maior parte de forma direta, com
pequenas adaptacgoes para a linguagem Python (como a mudanga dos
parametros passados por referéncia no algoritmo para uma devolucao de

fungdo em Python).



A funcdao DifSimetrica é aquela do Algoritmo 8.1 e, portanto,
encontra-se omitida. As Construcoes 1 e 3 citadas no algoritmo sdo
detalhadas nas funcoes CONSTRUCAO_1 e CONSTRUCAOQO_3,
respectivamente.

Programa 8.4: Emparelhamento em grafos gerais

1 #Algoritmo 8.4: Emparelhamento em grafos gerais
2 #Dado: Grafo G

3 def EmparelhamentoGeral(G):

4

5 #uv in M <==> M[u] = v e M[v] = u

6 M = [None]l*(G.n+1)

7

8 while True:

9 P = ReducaoFlor (G, M)

10 M = DifSimetrica(M, P)

11 if len(P) == 0:

12 break

13 return M

14

15 def ReducaoFlor (G, M):

16 “7" GF: Grafo reduzido de uma flor pela CONSTRUCAO 1 “””
17

18 (P, F, H) = Aumentante(G, M)



if len(P) > 0@ and F != None:

(GF, MF) = ObterGFMF(G, M, F, H)

Plin = ReducaoFlor(GF, MF)

P = CONSTRUCAO_1(G, GF, F, H, M, Plin)

return P

def Aumentante(G, M):

#Construcao de Df

Df = GrafolListaAdj(orientado=True)

Df.DefinirN(G.n)

Df .ExpAssoc = [None]*(Df.n+1)

for v in G.V():

for w in G.N(v):

if M[w] !'= v: #vw nao esta em M

if M[w] == None:

Df .ExpAssoc[Vv] = w

else:

e = Df.AdicionarAresta(v, M[w])

e.inter = w

Df.Exp = [True]*(Df.n+1)

for v in M:
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60

if v != None:

Df.Exp[v] = False

Pf = BuscaCamAumentante(Df)

(P, F, H) = CONSTRUCAO_3(Pf, Df, G, M)

return (P, F, H)

def ObterGFMF(G, M, F, H):

GF = GrafoListaAdj(orientado=False)

GF.DefinirN(G.n-len(F)+1)

GF.VAssocD = [None]*(GF.n+1)

G.VAssocO = [None]*(G.n+1)

G.VizEmF = [None]*(G.n+1)

ArestaComFlor = [False]*(G.n+1)

#vértices de F em G serao associados ao vértice 1 de GF

for v in F:

G.VAssocO[v] = 1
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62

63

64

65

66

67

68

69

70

71

72

73

74

75

76

77

78

79

80

81

GF.VAssocD[1] = F[0]

for v in G.V():

if G.VAssocO[v] == None:

G.VAssocO[v] = n

GF.VAssocD[n] = v

n=n+1

MF = [None]*(GF.n+1)

for v in G.V():

if M[v] !'= None and G.VAssocO[v] !'= G.VAssocO[M[v]]:

MF[G.VAssocO[v]] = G.VAssocO[M[Vv]]

for v in G.V():

for w in G.N(v):

if v < w:

(x, y) = (v, w) if G.VAssocO[v] == 1 else (w, V)

if G.VAssocO[y] != 1:

if G.VAssocO[x] ==

if G.VizEmF[y] == None or GF.VAssocD[1l] == x:

G.VizEmF[y] = x



82 if not ArestaComFlor[y]:

83 ArestaComFlor[y] = True

84 GF.AdicionarAresta
(G.VAssocO[x], G.VAssocO[y])

85 else:

86 GF.AdicionarAresta(G.VAssocO[x], G.VAssocO[y])
87

88 return (GF, MF)

89

90 def CONSTRUCAO_1(G, GF, F, H, M, PF):

91 if len(PF) ==

92 return []

93

94 P =]

95 if PF.count(1)>0:

96 indice = PF.index(1)

97 if not G.EhAresta(GF.VAssocD[1],GF.VAssocD[PF[indice+1]]):
98 PF.reverse()

99

100 for i in range(len(PF)):

101 if PF[i] '= 1:



102

103

104
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P.append(GF.VAssocD[PF[i]])

else:
#colocar em P o caminho base ate saida da flor de tamanho par
indice = F.index(G.VizEmF[GF.VAssocD[PF[i-1]]])
if indice % 2 == 0:
for j in range(indice, 0, -1):
P.append(F[j])
else:
for j in range(indice, len(F)):
P.append(F[j])
P.append(F[0])
return P

def BuscaCamAumentante(D):

wrr D: dlgl’afo V244

def P(v):

D.Marcado[v] = True

Q.append(v)

if D.ExpAssoc[v] !'= None and (not D.Marcado[D.ExpAssoc[v]]):

Q.append(D.ExpAssoc[V])
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return True

for w_no in D.N(v, “+”, IterarSobreNo=True):

W = w_no.Viz

if not D.Marcado[w] and (not D.Marcado[w_no.e.inter] or
not | w_no.e.inter in Q):

Q.append(w_no.e.inter)

if P(w):

return True

Q.pop()

Q.pop()

return False

Q =[]

for s in D.V():

if D.Exp[s]:

return Q

D.Marcado = [False]*(D.n+1)

if P(s):

break

def CONSTRUCAO_3(Pf, Df, G, M):

Ciclo =

VMarcado

None; H = None

[-1]*(Df.n+1)
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for v in Pf:

if vMarcado[v] > -1:

Ciclo = Pf[VMarcado[v]:i]

H = Pf[:VMarcado[v]+1]

break

else:

VMarcado[v] = i; i=i+1

return (Pf, Ciclo, H)

8.10 Exercicios

8.1 Mostrar que uma arvore admite, no maximo, um
emparelhamento perfeito

8.2 Deduzir as condicGes necessarias e suficientes para que
uma arvore admita emparelhamento perfeito.

8.3 Seja G um grafo bipartido e M um emparelhamento em
G. Descrever os algoritmos para realizar os seguintes passos
contidos no Algoritmo 8.1, que determinam um
emparelhamento maximo em um grafo bipartido conexo
G(V,E).

(i) Construir o grafo D(M)
(ii) Encontrar um camiho P, em D(M), entre
vértices ndo M-saturados, localizados em partes



distintas de D(M).

8.4 Aplicando o Algoritmo 8.1 no grafo G da Figura 8.13,
descrever os passos que o algoritmo efetuara, até encontrar
um  emparelhamento maximo de G. Escolher,
arbitrariamente, uma alternativa possivel, compativel com o
algoritmo.

8.5 Escrever um algoritmo para encontrar uma cobertura
minima das arestas por vértices, em um grafo bipartido.

8.6 Um emparelhamento induzido M em um grafo G é um
emparelhamento tal que (v,w) € M = d(v,u) > 1, para todo
vértice M-emparelhado u # v,w. Formular um algoritmo para
determinar um emparelhamento induzido maximo em uma
arvore.

6 7 8 9 10

1 2 3 4 5
Figura 8.13: Grafo G

8.7 Dado um grafo bipartido G(V,E), descrever como obter
um emparelhamento maximo em G, através da solucao de
um problema de fluxo maximo em redes. Descrever a rede
correspondente.

8.8 Seja um tabuleiro 8 x 8 de onde foram removidos dois
cantos opostos, de tamanho 1 % 1. Mostrar que é impossivel
cobrir exatamente este tabuleiro utilizando retangulos 2 x 1.



8.9 E possivel generalizar o exercicio anterior, para um
tabuleiro (2k)x(2k), k > 1? O que ocorre com tabuleiros (2k +
1) x 2k + 1)?

8.10 Seja um grafo G(VE), e V' € V . Seja ®(E,V ') o
nuimero de componentes conexas de G-V ', com um nimero
impar de vértices. Provar a seguinte caracterizagao:

G possui emparelhamento perfeito se e somente se ®(G,V"') < |V'|.

8.11 Um grafo bipartido G(V,E), com biparticao V=W U U,

é dito convexo se uma das partes, digamos W, admitir uma

ordenagdo w,,...,w, de vértices, tal que para j <k,
(w,u),(w,u) € E == (w,_,u),...,(w_,u) € E,

para qualquer u € U. Formular um algoritmo guloso para

encontrar o emparelhamento maximo nessa classe de grafos.
Determinar a sua complexidade.

8.12 Provar ou dar contra-exemplo:

Considere o Algoritmo 8.2, para a determinacao do
emparelhamento maximo ponderado de um grafo bipartido
regular. Entdo, em cada iteracdo do bloco repetir do
algoritmo, a cardinalidade do emparelhamento maximo M de
G,aumenta.

8.13 Apresentar um exemplo de um grafo bipartido completo
regular ponderado com exatamente uma aresta de peso
maximo, e tal que esta aresta ndao possa ser incluida no
emparelhamento maximo ponderado do grafo.

8.14 Seja G um grafo, M um emparelhamento de G, e F uma
M-flor de G. Descrever, em detalhes os algoritmos a seguir
(i) e (ii), que implementam as Construgoes 1 e 2, da prova do
Teorema 8.5.



(i) Seja P um caminho M/F-aumentante de G/F.
Construir um caminho Maumentante P’ de G, em
funcao de P.

(ii) Seja P’ um caminho M-aumentante de G.
Construir um caminho M/F-aumentante de G/F,
em funcao de P'.

Determine a complexidade dos algoritmos descritos.

8.15 Seja G um grafo, M um emparelhamento de G, F uma
M-flor de G. Escrever, em detalhe, os algoritmos a seguir,
que implementam as construcoes do Teorema 8.6

(i) Construir o grafo direcionado D (M)

(ii) Construir um caminho P,em D, iniciado por
um vértice M-exposto v, e terminado por um
vértice v_, que seja adjacente em G, a um vertice
M-exposto v.Z v,

(iii) Construir o passeio minimal P, em G,
correspondente ao caminho P, obtido em (ii), de
acordo com a Construcao 3.

8.16 Seja P um passeio M-aumentante em G, contendo um
ciclo C, de vértices w, ..., w_, w, onde w = w, k > 4. Seja
(w,w,) a aresta de entrada em C, no percurso de P, e (w,w
a aresta por onde P abandona C. Mostrar que

£+1

(i) Se C é par entdo (w,w,),(W,w),....(w—,w),
(w,w, ) €/ M,
(ii) Se C é impar entdo (w,w) EMew,=w.,.

8.17 Seja G um grafo qualquer. Um certo jogo, em G, para
dois jogadores, possui as seguintes regras. Em cada jogada,
os jogadores, alternadamente, escolhem vértices v,v,v,,..., de



modo que, na jogada i > 0, o jogador escolhe um vértice v,
ainda ndo previamente escolhido, tal que v é adjacente ao
vértice v_. Mostrar que o jogador que efetuou a jogada
inicial possui uma estratégia vencedora se e somente se G

ndo possui emparelhamento perfeito. Descrever a estratégia
vencedora.

8.18 Seja G(V,E) um grafo, U € V e ®(U) o nimero de
componentes conexas do grafo G — U. Provar: G possui um
emparelhamento perfeito se e somente se ®(U) < |U|, para
cada U € V (Teorema de Tutte).

8.19 Mostrar que qualquer grafo 3-regular e 2-conexo em
arestas possui um emparelhamento perfeito (Teorema de
Petersen).

8.20 Mostrar que todo grafo bipartido k-conexo possui um
emparelhamento perfeito.

8.21 Seja G(V,E) um grafo, e S € V tal que existe um
emparelhamento M de G, em que todos os vértices de S sao
M-emparelhados. Provar ou dar contra-exemplo: Existe um
emparelhamento maximo M' de G, em que os vértices de S
sdao M'emparelhados.

8.22 Seja G(V,E) um grafo bipartido completo ponderado,
isto é, em que cada aresta e € E esta associada a um real nao
negativo, denominado peso de e. Seja M um
emparelhamento de G. Definir o peso de M, como a soma
dos pesos das arestas que formam M. Descrever um
algoritmo para determinar um emparelhamento perfeito de
G, de peso minimo.



8.23 Seja G(V,E) um grafo bipartido ponderado. Descrever
um algoritmo para determinar um emparelhamento de G, de
peso maximo.

8.24 UVA Online Judge 11419

Escreva um algoritmo para o seguinte problema:

Jodo esta jogando um jogo onde tem que destruir inimigos
em um templo. O templo tem o formato de uma grade e os
inimigos estdao espalhados nas células da grade. Jodo tem que
atirar balas de canhdo ou nas linhas ou nas colunas, que sdo
capazes de eliminar todos os inimigos na linha do tiro. Sao
dadas as dimensoes a e b da grade, o nimero n de inimigos e
as n posicoes dos inimigos na grade.

Calcular o numero minimo de tiros para eliminar todos 0s
inimigos.

8.25 UVA Online Judge 11159

Escreva um algoritmo para o seguinte problema:

Dados dois conjuntos de inteiros, determinar o numero
minimo de elementos que devem ser retirados dos dois
conjuntos tal que nenhum inteiro de um conjunto seja
multiplo de qualquer inteiro do outro.

8.11 Notas Bibliograficas

Emparelhamentos constituem um dos topicos mais relevantes em teoria de
grafos, tanto nos seus aspectos tedricos, quanto aplicados. Um tratamento
profundo deste tema é o do livro de Lovasz e Plummer (1986), inteiramente
dedicado a teoria dos emparelhamentos. Os volumes enciclopédicos de
Schrijver (2003), bem como os livros de Lawler (1976), Papadimitriou e
Steiglitz (1982), Berge (1985) sdo textos de referéncia obrigatoria. Entre os
artigos tutoriais sobre emparelhamentos, referenciamos o de Gerards
(1995). Um tutorial em lingua portuguesa sobre algoritmos de
emparelhamento é o de Figueiredo e Szwarcfiter (1999). A denominada
Condi¢do de Hall, descrita pelo Teorema 8.1 , para emparelhamentos



perfeitos em grafos bipartidos é devida a Hall (1935). Uma prova
algoritmica deste resultado pode ser encontrada em Hall Jr. (1958). O
Teorema 8.2, no qual se baseiam os algoritmos para determinacao de
emparelhamentos de cardinalidade maxima, é devido a Berge, C.Berge
(1957). Veja também Berge, C.Berge (1962). O Teorema 8.3 é devido a
Konig (1936). A complexidade de pior caso do Algoritmo 8.1, para a
determinacdao do emparelhamento maximo de um grafo foi reduzida para
o(n?) por Hopcroft e Karp (1973). O método Hiingaro, bem como o seu
respectivo algoritmo foram inicialmente apresentados por Kuhn (1955). O
Algoritmo 8.2, para a determinacdao do emparelhamento ponderado maximo
para grafos bipartidos é conhecido como Algoritmo Hungaro, e geralmente
atribuido a Kuhn (1955) e Munkres (1957). Dentre os algoritmos existentes,
figura o de Duan and Su (2012), dentre os mais eficientes. A teoria de
floracdo, empregada para a determinacao de emparelhamentos maximos em
grafos gerais, é devida a Edmonds (1965). O Teorema 8.5 é parte desta
teoria. O algoritmo para emparelhamento maximo em grafos gerais também
se baseia no Teorema de Edmonds. A determinacdao de emparelhamentos
maximos em grafos gerais permanece em evidéncia até os dias de hoje,
continuamente. Gabow (1976) realizou uma implementacao mais eficiente
do algoritmo de Edmonds. A complexidade do algoritmo para grafos gerais
foi reduzida para ox? por Even e Kariv (1975). Galil (1986) descreveu
algoritmos eficientes para varios problemas de emparelhamentos. Micali e
Vazirani (1980) descreveram o algoritmo de menor complexidade até hoje
conhecido para emparelhamentos maximos em grafos gerais: O(m V n). A
prova de correcao deste ultimo algoritmo, pela sua dificuldade, permanece
como foco de atencdo. Por exemplo, Vazirani (1994) publicou uma teoria de
caminhos alternantes e floracdes, para a prova do algoritmo. O mesmo autor
descreveu em Vazirani (2012) uma simplificacdo do algoritmo de Micali e
Vazirani (1980), e sua prova. Além disso, em Vazirani (2014) o autor
considera a prova do algoritmo original. Blum (2015) descreve sobre
emparelhamentos maximos em grafos gerais, sem considerar explicitamente
floracoes. Uma referéncia para o Exercicio 8.19 é Petersen (1891). O
método Hungaro, conjugado com o método primal-dual, de otimizacao
combinatoria, pode ser utilizado para resolver os problemas de
emparelhamentos com arestas ponderadas, dos Exercicios 8.22 e 8.23.
Além disso, o problema do Exercicio 8.23 pode ser também resolvido



através de caminhos aumentantes de peso maximo. Para esta ultima técnica,
veja, por exemplo, o algoritmo descrito em Shier (2004).



CAPITULO 9

PROBLEMAS NP-COMPLETOS

9.1 Introducao

Como motivacado inicial a este capitulo, considere uma vez mais o problema
de avaliar satisfatoriamente a eficiencia de algoritmos. Em capitulos
anteriores, foi ressaltada a conveniéncia de utilizar a complexidade como
medida de eficiéncia. Contudo, uma vez de posse dessa complexidade de
que forma reconhecer se o algoritmo correspondente é ou nao eficiente?

O critério seguinte procura responder a esta nova questao. Um
algoritmo é eficiente precisamente quando a sua complexidade for um
polinébmio no tamanho de sua entrada. Esta classificacdo certamente nao é
absoluta. De fato, pode ser até insatisfatoria, por vezes. Contudo € aceitavel
para a grande maioria dos casos.

Seja agora a seguinte extensdao do presente topico. Considere a colecdao
de todos os algoritmos que resolvem um certo problema II. O interesse é
conhecer se nessa colecdo existe algum que seja eficiente, isto é, de
complexidade polinomial. Se existir tal algoritmo, o problema II sera
denominado tratavel, e intratavel caso contrario. A ideia seria que um
problema tratavel pudesse sempre ser resolvido, para entradas e saidas de
tamanho razoavel, através de algum processo automatico. Por exemplo, um
computador. Enquanto isso, um algoritmo de complexidade ndao polinomial,
de algum problema intratavel, poderia em certos casos levar séculos para
computar dados de entrada e saida de tamanhos relativamente reduzidos.

De acordo com a definicdo, um problema seria classificado como
tratavel, exibindose algum algoritmo de complexidade polinomial, que o
resolvesse. Por outro lado, para verificar que € intratavel, ha necessidade de
provar que todo possivel algoritmo que o resolva nao possui complexidade
polinomial.

O presente capitulo apresenta uma introducao a teoria do NP-
completo, na qual se consideram questdes relativas a tratabilidade de
problemas. De um modo geral, os problemas serao restritos a uma classe
especial denominada problemas de decisdo, apresentada na Secao 9.2. A



classe P, compreendendo os problemas trataveis, é examinada na Secao 9.3.
Uma pequena lista de problemas aparentemente intrataveis é dada a seguir.
A classe NP é o assunto da Secdo 9.5, enquanto que a questdao P = NP é
apresentada em seguida. O complemento de um problema de decisdo é o
assunto da Secdo 9.7. Em sequéncia, é introduzida a ideia de transformacao
polinomial entre problemas, a qual é utilizada para definir a classe NP-
completo. Uma pequena lista desses é apresentada na Secdo 9.9. As
restricoes e extensoes de problemas sdao descritas na Secao 9.10, enquanto
que o conceito de algoritmo pseudopolinomial encerra o capitulo.

9.2 Problemas de Decisao

De um modo geral, um problema algoritmico pode ser caracterizado por um
conjunto de todos os possiveis dados do problema, denominado conjunto de
dados e por uma questdo solicitada, denominada objetivo do problema.
Resolver o problema algoritmico consiste em desenvolver um algoritmo,
cuja entrada sdao dados especificos retirados desse conjunto e cuja saida,
denominada solug¢do, responda ao objetivo do problema. Os dados
especificos que constituem uma entrada formam wuma instdncia do
problema. Isto é, um problema possui tantas instancias diferentes quantas
sdo as variacoes possiveis de seus dados.

Assim, por exemplo, o problema algoritmico “elaborar um algoritmo
para encontrar uma clique de tamanho > k num grafo G dado” pode ser
colocado no seguinte formato (recorda-se que uma clique de G, de tamanho
k, é um subgrafo completo de G, com k vértices):

DADOS: Um grafo G e um inteiro k > 0
OBJETIVO: Encontrar em G uma clique de tamanho > k, se existir.

Assim, o conjunto de dados do problema algoritmico apresentado
consiste no conjunto de todos os pares (G,k), onde G é um grafo arbitrario e
k um inteiro positivo arbitrario. Um par especifico (G,k) constitui uma
instancia do problema. Um subgrafo completo de G com k ou mais vértices,
se existir, é uma solucao do problema.

SupOe-se que cada instancia do problema seja apresentada ao
algoritmo, segundo uma codificacdo conveniente. O comprimento total
dessa codificagdo constitui o tamanho da entrada do algoritmo.



Naturalmente, este parametro € importante, pois € em relacao a ele que sao
tomadas as medidas de complexidade. Por esse motivo sdo inaceitaveis as
codificacOes de instancias que sejam desnecessariamente longas. De um
modo geral, ela se torna desnecessariamente longa quando (i) contém partes
irrelevantes ao problema ou (ii) um certo inteiro p da instancia esta
codificado no sistema unario (isto €, no sistema de numeracao da base 1, no
qual cada inteiro p é codificado por p 1’s consecutivos). A condicdo (ii)
exprime que sdo aceitaveis nimeros na base 2, por exemplo. Naturalmente,
a proporcao que a base cresce, o tamanho da codificacdo decresce.
Contudo, a relacdo entre os tamanhos das codificacoes de um mesmo
namero nas bases b, e b, respectivamente, pode ser expressa por um
polindmio, quando b,b,> 2. Enquanto isso, a relacao é exponencial quando
as bases sdo 2 e 1, o que justifica a condicdo (ii). A justificativa para a (i) é
obvia.

1° G °2

Figura 9.1: Instancia do problema de clique

Como exemplo, seja o problema anterior, de encontrar no grafo G,
uma clique de tamanho k > 0. Uma possivel instancia do problema é o grafo
da Figura 9.1, e o namero 3. Seja G fornecido através de seu conjunto de
arestas {(1,2), (1,3), (1,4), (2,3), (3,4)}. Uma codificacdao aceitavel para a
entrada seria, por exemplo, / 1,10 / 1,11 / 1,100 / 10,11 / 11,100 // 11 //.
Nela, cada aresta (v,w) é codificada como /b,b/, onde b,b sdo,
respectivamente, as representacoes binarias dos rotulos dos vértices v e w.
O inteiro k aparece como //b//, sendo b, a representacdo binaria de k. O
tamanho dessa instancia € 35.

Ha certas classes gerais de problemas algoritmicos. Por exemplo,
existem os Problemas de Decisdo, os de Localizacdo e os de Otimizacgdo.
Num problema de decisao, o objetivo consiste em decidir a resposta SIM ou
NAO a uma questdo. Num problema de localizacdo, o objetivo é localizar
uma certa estrutura S que satisfaca um conjunto de propriedades dadas. Se



as propriedades a que S deve satisfazer envolverem critérios C de
otimizacdo, entdo o problema torna-se de otimizacdo. Observe que €
possivel formular um problema de decisdo cujo objetivo é indagar se existe
ou ndo a mencionada estrutura S, satisfazendo as propriedades dadas. Isto é,
existem triplas de problemas, um de decisao, outro de localizacao e outro de
otimizacao que podem ser associados, conforme indica a Figura 9.2.

Como exemplo, considere o problema do caixeiro viajante. Seja G um
grafo completo, tal que cada aresta e possui um peso c(e) > 0. Um percurso
de caixeiro viajante é simplesmente um ciclo hamiltoniano de G. O peso de
um percurso é a soma dos pesos das arestas que o formam. Um percurso de
caixeiro viajante 6timo é aquele cujo peso é minimo. Por exemplo, no grafo
completo da Figura 9.3, os valores dos pesos estdo indicados junto as
arestas. Um percurso de caixeiro viajante €, por exemplo, a, b, c, d, a, cujo
peso é 16, enquanto que um otimo é a, b, d, ¢, a de peso 11.

Os seguintes problemas associados podem ser formulados:

PROBLEMA DE DECISAO
DADOS: Um grafo G e um inteiro k > 0

OBJETIVO: Verificar se G possui um percurso de caixeiro viajante de
peso < k.

PROBLEMA DE
DECISAO
Existe estrutura S
que satisfaca
propriedade P?

PROBLEMA DE
LOCALIZACAO
Encontrar estrutura S
que satisfaca
propriedade P.

PROBLEMA DE
OTIMIZACAO
Encontrar estrutura S que
satisfaca critérios de
otimizacdo.

Figura 9.2: Problemas de decisao, localizagao e otimizacao associados

PROBLEMA DE LOCALIZACAO
DADOS: Um grafo G e um inteiro k > 0



OBJETIVO: Localizar, em G, um percurso de caixeiro viajante, de
peso < k.

PROBLEMA DE OTIMIZACAO
DADOS: Um grafo G
OBJETIVO: Localizar, em G, um percurso de caixeiro viajante 6timo.

Os trés problemas de caixeiro viajante, acima, estdo obviamente
relacionados. Suponha que o Problema de Otimizag¢do respectivo seja
resolvido e denomine por Q o percurso 6timo encontrado. Entao Q pode ser
utilizado para resolver o Problema de Localiza¢do associado, da seguinte
maneira: Seja c(Q) o peso do percurso Q. Note que c(Q) pode ser obtido
facilmente (somando os pesos das arestas) de Q. Entdo se c(Q) < k, Q é
também uma solucdo para o Problema de Localiza¢do. Caso contrario, c(Q)
> k e ndo existe em G percurso de caixeiro viajante de peso < k.
Obviamente, isto resolve também o Problema de Decisdo associado. Entao,
para o caso de caixeiro viajante, o Problema de Decisdo é de dificuldade
ndo maior do que o de Localizagdo, e este de dificuldade ndao maior do que
o de Otimizagdo. Alias, é natural que assim o seja. Contudo, é bastante
menos intuitivo que, também em diversos casos, 0s problemas de
otimizacdo e localizacdo apresente, ambos, dificuldades ndao maior do que o
da decisdo associado.

Os problemas em discussdo neste capitulo serdo todos de decisdao. Uma
justificativa para esta escolha é que, em geral, o problema de decisdo é o
mais simples dentre os trés associados. Por isso, alguma prova de sua
possivel intratabilidade pode ser estendida aos outros casos.

a.':' i 5 "b
Figura 9.3: Problema do caixeiro viajante

A notacdo II(D,Q) sera utilizada para representar um problema de
decisdo II, onde D representa o conjunto de dados e Q a questdo (decisao)



correspondente. Quando conveniente, utiliza-se II(I) para denotar o
problema I1(D,Q) aplicado a instancia I de IT.

9.3 A Classe P

Conforme mencionado na Secdo 9.1, um algoritmo eficiente é aquele cuja
complexidade é uma fungdo polinomial nos tamanhos dos dados de entrada.
Observe que para um problema de decisdo, o tamanho da saida é constante,
o que possibilita ignora-lo. Por exemplo, se n for o tamanho da entrada,
algoritmos cujas complexidades sejam O(1), O(n), O(n’ logn) ou O(n"),
seriam todos classificados como eficientes. Por outro lado, complexidades
como, por exemplo, O(2") ou O(n!) corresponderiam a algoritmos nao
eficientes.

Observe que o critério apresentado de avaliacdio de eficiéncia,
certamente, nao € absoluto. Por exemplo, considere dois algoritmos A e B,
de complexidades O(n”) e O(2"), respectivamente, para um mesSmo
problema I1. O algoritmo A seria eficiente e B ndo eficiente. Suponha que A
e B utilizem exatamente n'’e 2"passos, respectivamente, e ainda que ambos
sejam implementados em um computador que efetua um passo em cada
milissegundo. Para uma instancia de II em que n = 2, o algoritmo
“eficiente” levaria 2" = 1024 milissegundos, enquanto o “nao eficiente”
terminaria em 2°= 4 milissegundos. Contudo, é facil verificar que quando n
cresce, o algoritmo A melhora a sua performance em relacao a B e a partir
de certo ponto se torna, obviamente, mais eficiente.

O exemplo anterior, com n = 2, contudo, constitui excecao. Para a
grande maioria dos casos praticos, os algoritmos de complexidade
polinomial sdo, de um modo geral, eficientes. Enquanto que os de
complexidade ndo polinomial ndo o sao.

Para maior simplicidade de expressao um algoritmo sera denominado
polinomial (exponencial) quando sua complexidade for uma fungao
polinomial (exponencial) nos tamanhos dos dados de entrada.

A adocdo do critério anterior de classificacdo de algoritmos quanto a
sua eficiéncia foi também motivada por outros fatores. Por exemplo, as
expressoes de complexidade dos algoritmos polinomiais sdo
frequentemente polindomios de baixo grau. Isto é, sdo mais raras
complexidades como O(n”) ou O(n”). Sdao comuns outras como O(n),



O(nlogn) ou O(n’). Um outro argumento diz respeito ao modelo de
computacao correspondente a medida de complexidade. Como foi
observado no Capitulo 1, a ideia de passo de um algoritmo é fundamental
para a conceituacdao de sua complexidade. E esta ideia esta relacionada ao
modelo de computagdo utilizado. Existem alguns modelos que podem ser
considerados como abstracoes dos computadores reais (como o RAM, do
Capitulo 1). Entre esses, em geral, ¢ preservado o carater polinomial de
algoritmos. Isto é, um algoritmo polinomial, segundo um certo modelo,
permaneceria polinomial quando traduzido para um outro. Assim sendo, o
conceito de eficiéncia seria independente do modelo de computacao
adotado.

Com a motivacao apresentada, define-se a classe P de problemas de
decisdao como sendo aquela que compreende os problemas que admitem
algoritmo polinomial. Por exemplo, existe um algoritmo (Secao 4.4) o qual
verifica se um grafo é ou ndao biconexo, em complexidade linear no
tamanho do grafo. Logo, o problema Biconectividade pertence a classe P.

Observe que se os algoritmos conhecidos para um certo problema IT
forem todos exponenciais, ndo necessariamente IT & P. Se de fato IT & P
entdo deve existir alguma prova de que todo possivel algoritmo para
resolver IT ndo é polinomial. Por exemplo, os algoritmos conhecidos até
agora para o problema Caixeiro Viajante, sao todos exponenciais. Contudo,
ndo é conhecida prova de que seja impossivel a formulacdo de algoritmo
polinomial para o problema. Isto é, se desconhece se Caixeiro Viajante
pertence ou ndao a P. Pode-se observar das secOes seguintes que esta
incerteza quanto a pertinéncia a P é compartilhada por um grande numero
de problemas.

9.4 Alguns Problemas Aparentemente Dificeis

Nesta secdo apresenta-se uma lista de dez problemas. O primeiro deles é um
problema de légica, envolvendo expressdes booleanas. Os demais sdo
problemas conhecidos em grafos. Eles possuem em comum o fato de que
sao exponenciais todos os algoritmos desenvolvidos, até o0 momento, para
resolver qualquer um deles. E isto, apesar do enorme esforco despendido
por muitos, na tentativa de encontrar um algoritmo polinomial que
resolvesse algum problema da lista. Por outro lado, também se desconhece



até o momento qualquer prova de que tal algoritmo polinomial, de fato, ndo
exista. Recorde-se, da secdo anterior, que o problema Caixeiro Viajante
possui esta mesma caracteristica. Na realidade, como sera observado mais
adiante, ha uma quantidade muito grande de outros problemas que
compartilham, com os da lista a seguir, essa aparente intratabilidade.

X X, xI Ax2 x1V x2
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Figura 9.4: Conjungao e disjuncao

PROBLEMA 1: SATISFATIBILIDADE
DADOS: Uma expressao booleana E na FNC
DECISAO: E é satisfativel?

Para enunciar o primeiro problema da lista, considere um conjunto de
variaveis booleanas x ,x,,x,,..., e denote por x,, X,, X,, ... seus complementos.
Isto é, cada variavel x assume um valor verdadeiro (V) ou falso (F) e x é
verdadeira se e somente se x for falso. De um modo geral, as simbolos
X ;X ,X,,X ;X ;X ,... Sa0 denominados literais. Denote por A e V,
respectivamente as operacOes binarias usuais de conjuncdo (e) e disjuncao
(ou). A tabela da Figura 9.4 contém a definicdo dessas operacdes. Uma
clausula é uma disjuncao de literais. Assim, x,V x,V x, V x, € uma clausula.
Uma expressdo booleana é uma expressao cujos operandos sao literais e
cujos operadores sao conjungoes ou disjuncoes. Uma expressao booleana é
dita na forma normal conjuntiva (FNC) quando for uma conjuncao de
clausulas. Assim, por exemplo:
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¢ uma expressao booleana na FNC. Se atribuirmos um valor,
verdadeiro ou falso, a cada variavel de uma expressao booleana E, pode-se
computar o valor (V ou F) de E, calculando-se os resultados das operacoes
(conjuncgOes e disjuncOes) indicadas na expressao. Assim, por exemplo,
para a atribuicao x, = F, x,= V, x,= V, a expressdo anterior na FNC assume o
valor V. Sabe-se que toda expressao booleana pode ser colocada na FNC,
mediante a aplicacdo de transformacdes que preservam o seu valor. Uma
expressao booleana é dita satisfativel se existe uma atribuicdo de valores,
verdadeiro ou falso, as variaveis de tal modo que o valor da expressao seja
verdadeiro. A expressdao do exemplo apresentado é, pois, satisfativel. A
expressdo (x, A x,) é obviamente ndo satisfativel, pois qualquer que seja a
valor de x, a clausula (x, A x) assume o valor falso. O problema de

satisfatibilidade consiste em, dada uma expressao booleana na FNC,
verificar se ela é satisfativel.

PROBLEMA 2: CONJUNTO INDEPENDENTE DE VERTICES
DADOS: Um grafo G e um inteiro k > 0

DECISAO: G possui um conjunto independente de vértices de
tamanho > k?

o
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Figura 9.5: Exemplo para os problemas 2, 3 e 4

Dado um grafo G(V,E) recorda-se que um conjunto, independente de
vértices é um subconjunto V' € V tal que todo par de vértices de V' ndo é
adjacente. Isto é, se vw € V' entdo (v,w) & E. Por exemplo, no grafo da
Figura 9.5, {a, c, b, g, h} é um tal conjunto, de cardinalidade 5. De fato, o
maior desses no grafo da figura. O problema consiste em, dado G, verificar



se 0 mesmo possui um conjunto independente de vértices de cardinalidade
pelo menos igual a um valor dado.

PROBLEMA 3: CLIQUE
DADOS: Um grafo G e um inteiro k > 0
DECISAO: G possui uma clique de tamanho > k?

Dado um grafo G(V,E) recorde-se que uma clique é um subconjunto V'
C Vtal que todo par de vértices de V' é adjacente. Isto é, se v,w € V' entdo
(v,w) € E. Tal subconjunto induz, pois, um subgrafo completo. No grafo da
Figura 9.5, {d,b,e} é uma clique de cardinalidade 3. De fato, a maior desse
grafo. O problema em questdo consiste em dado G, verificar se 0 mesmo
possui uma clique de cardinalidade pelo menos igual a um valor dado.

PROBLEMA 4: COBERTURA POR VERTICES
DADOS: Um grafo G e um inteiro k > 0
DECISAO: G possui uma cobertura por vértices de tamanho < k?

Para um grafo G(V,E), um subconjunto V' € V é chamado cobertura
por vertices quando toda aresta de G possuir (pelo menos) um de seus
extremos em V', Isto é, se (v,w) € E entdao vouw € V'. Por exemplo, V' =
{d,f,e} é uma cobertura por vértices de tamanho 3, do grafo da Figura 9.5.
E, de fato, a cobertura de tamanho minimo. O problema consiste em
verificar se um grafo dado possui uma cobertura por vértices de tamanho no
maximo igual a um valor dado.

PROBLEMA 5: CICLO HAMILTONIANO DIRECIONADO
DADOS: Digrafo D
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Figura 9.6: Exemplos para os problemas 5, 7, 8

DECISAO: D possui um ciclo hamiltoniano?



Recorde-se que um ciclo de um dado digrafo D é dito hamiltoniano
quando ele contém exatamente uma vez cada vértice de D. O ciclo q, b, d, f,
g, ¢, e, a do digrafo da Figura 9.6(a) é obviamente hamiltoniano, enquanto
que o digrafo da Figura 9.6(b) ndo possui tal ciclo. O presente problema
consiste em reconhecer digrafos hamiltonianos.

PROBLEMA 6: CICLO HAMILTONIANO NAO DIRECIONADO
DADOS: Grafo G
DECISAO: G possui um ciclo hamiltoniano?

Este problema é andlogo ao anterior, exceto que o grafo nao é
direcionado.

PROBLEMA 7: CONJUNTO DE  ARESTAS DE
REALIMENTACAO

DADOS: Digrafo D e inteiro k > 0

DECISAO: D possui um conjunto de arestas da realimentacdo de
tamanho < k?

Para um digrafo D(V,E), um conjunto de arestas de realimentagdo é
um subconjunto E' € F tal que cada ciclo (direcionado) de D possui (pelo
menos) uma aresta de E'. Ou seja, D(V,E — E') é aciclico. Na Figura 9.6(b),
pode-se verificar que E' = {(a,d),(f,h),(b,e)} é um conjunto de arestas de
realimentacao, pois todo ciclo do digrafo exemplo contém pelo menos uma
dessas trés arestas. O presente problema consiste em verificar se um dado
digrafo possui um conjunto de arestas de realimentacdo de tamanho no
maximo igual a um valor dado.

PROBLEMA 8 CONJUNTO DE  VERTICES DE
REALIMENTACAO

DADOS: Digrafo D, nimero k > 0

DECISAO: D possui um conjunto de vértices de realimentacdo de
tamanho < k?
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Figura 9.7: Exemplo para o problema 10

Este problema € analogo ao anterior, exceto que as arestas do conjunto
E' sdo substituidas por vértices. Assim sendo, para um digrafo D(V,E) um
conjunto de vértices de realimentagdo é um subconjunto V' € V tal que
todo ciclo de D possui um vértice em V'. Ou seja, retirando-se os vértices V
" de D, este se torna aciclico. No digrafo da Figura 9.6(b), V' = {b,h} é um
conjunto de vértices de realimentacdo, de tamanho 2.

PROBLEMA 9: COLORACAO
DADOS: Um grafo G e um inteiro k > 0
DECISAO: G possui uma coloracio com um niimero < k de cores?

Recorde-se que uma coloracao de um grafo G(V,E) é uma atribuicdo de
cores aos vértices de G, de tal modo que vértices adjacentes possuam cores
diferentes. O problema em questdo consiste em, dado um grafo G, verificar
se 0 mesmo admite uma coloracdo que utiliza no maximo um nudmero
prefixado k de cores.

PROBLEMA 10: ISOMORFISMO DE SUBGRAFOS
DADOS: Grafos GG,

DECISAO: G,contém um subgrafo isomorfo a G.?

Considere agora dois grafos G(V,E) e G(V,E)). Um subgrafo S(V/. 1)
de G, é dito isomorfo a G,quando existe uma funcdao univoca /: v/ - V> que
preserva adjacéncia. Isto é, (v.w) € Ef se e somente se (f(v), f(w)) € E2, Por exemplo o
subgrafo induzido pelos vértices {a,b,c,d,e} do grafo da Figura 9.7(a) é



isomorfo ao grafo da Figura 9.7(b). O problema presente consiste em, dados
os grafos G e G, verificar se G,contém um subgrafo isomorfo a G..

9.5 A Classe NP

Considere um problema de decisao IT. Se IT for soluvel através da aplicacao
de algum processo, entdo necessariamente existe uma justificativa para a
solucdo de I1. Essa justificativa pode ser representada por um determinado
conjunto de argumentos, os quais, quando interpretados convenientemente,
podem atestar a veracidade da resposta SIM ou NAO dada ao problema. Por
exemplo, a solucdo do problema de verificar se um dado grafo é ou nao
biconexo pode ser obtida através do algoritmo da Secdo 4.4. A justificativa
para a solucdo encontrada € a propria correcao do algoritmo.

Considere agora o problema Ciclo Hamiltoniano da secdo anterior,
onde o objetivo é decidir se um grafo G possui ou ndo ciclo hamiltoniano.
Uma justificativa para a resposta SIM pode ser obtida, por exemplo,
exibindo-se um ciclo C de G e reconhecendo-se que C é de fato
hamiltoniano (ou seja, de que C é um ciclo e que contém todos os vértices
de G, exatamente uma vez cada). Uma justificativa para a resposta NAO
pode ser apresentada, por exemplo, listando-se todos os ciclos simples de G
e verificandose que nenhum deles é hamiltoniano. Por exemplo, a resposta
certa ao problema Ciclo Hamiltoniano para o grafo da Figura 9.8(a) é SIM.
Como justificativa pode ser exibido o ciclo a,b,c,d,e,f,a. Verifica-se que o
mesmo é hamiltoniano. Por outro lado, a resposta para o grafo da Figura
9.8(b) é NAO. Como justificativa pode ser apresentada a seguinte lista de
ciclos: {a,b,c,a; e,c,d,e; e,c,f,e; e,d,c,f,e}. Verifica-se que esta lista contém
todos os ciclos simples do grafo e que nenhum deles é hamiltoniano.

Como ilustracdao adicional, considere o problema Clique, onde o
objetivo é decidir se um dado grafo G contém uma clique de tamanho > k,
onde k > 0 é um inteiro dado. Uma justificativa para uma resposta SIM
pode ser obtida exibindo-se uma clique P de tamanho > k. Efetua-se entdo
uma verificacdo para reconhecer (i) que P de fato é uma clique (ou seja,
todo par de vértices de P é adjacente em G) e (ii) que |[P| > k. Uma
justificativa para uma resposta NAO pode consistir em uma lista de todas as
cliques de G. Efetua-se entdo uma verificacdo para confirmar que a lista de
fato esta completa e que o tamanho de cada clique é < k.



Observe que o processo apresentado de justificar respostas a
problemas de decisdo se compde de duas fases distintas:

FASE 1: EXIBICAO
Consiste em exibir a justificativa.

FASE 2: RECONHECIMENTO

Consiste em verificar que a justificativa apresentada (no passo de
exibicdo) é, de fato, satisfatéria.

Seja o problema Ciclo Hamiltoniano para o grafo da Figura 9.8(a),
cuja solucdo é SIM. Na justificativa, o passo de exibicdo consiste na
sequéncia C de vértices a, b, c, d, e, f, a. O passo de reconhecimento
consiste em verificar se C é de fato um ciclo hamiltoniano. Como visto, 0
processo de reconhecimento é simples. Basta atestar: (i) C é um ciclo, e (ii)
C contém cada vértice de G exatamente uma vez cada. O algoritmo
correspondente ao processo € facilmente implementavel em tempo
polinomial no tamanho do grafo.

Retorne agora ao problema Ciclo Hamiltoniano para o grafo da Figura
9.8(b), cuja solucdo é NAO. O passo de exibicdo da justificativa é o
conjunto das 4 sequéncias: {a,b, c, a; e, c, d, e; e,c,f,e; e,d,c,f,e} conforme
indicado. O passo de reconhecimento consiste em comprovar que (i) cada
sequéncia de vértices é um ciclo ndo hamiltoniano e (ii) todo ciclo simples
de G esta presente na sequéncia exibida. O algoritmo de reconhecimento
ndo é tao simples quanto aquele da justificativa SIM. A operacao (i) deve
ser realizada para cada ciclo exibido (ao contrario do caso anterior que
requeria verificagcbes sobre um tnico). Para comprovar (ii) uma ideia seria
enumerar todos os ciclos do grafo G.
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Figura 9.8: Justificativa para resposta ao problema Ciclo Hamiltoniano

Como o numero total de ciclos pode ser exponencial com o tamanho
de G, esse algoritmo € de natureza exponencial. Até o momento, €
desconhecido se existe algum outro processo para justificar a resposta
NAO, do problema Ciclo Hamiltoniano, tal que o passo de reconhecimento
corresponda a um algoritmo polinomial.

Define-se entdo a classe NP como sendo aquela que compreende todos
os problemas de decisdo I, tais que existe uma justificativa a resposta SIM
para I1, cujo passo de reconhecimento pode ser realizado por um algoritmo
polinomial no tamanho da entrada de II.

Ressalte-se na definicdao da classe NP, que ndo se exige uma solugao
polinomial para Il. Além disso, para existir algoritmo de reconhecimento
polinomial é necessario (mas nao suficiente) que o tamanho da justificativa,
dada pelo passo de exibicdo, seja polinomial no tamanho da entrada do
problema. Por exemplo, a justificativa NAO apresentada ao problema Ciclo
Hamiltoniano, cuja entrada é o grafo da Figura 9.8(b), teve como passo de
exibicdo uma lista de todos os seus ciclos. Conforme foi mencionado, o
nimero de ciclos de um grafo G pode ser exponencial no tamanho de G.
Portanto, essa justificativa é longa demais, o que implica que qualquer
algoritmo de reconhecimento é exponencial no tamanho da entrada (apesar
de existir algoritmo que seja polinomial no tamanho da justificativa). Ainda
em relacao a definicdo de NP, observe que nada se exige da justificativa
NAO. De fato, hd problemas de NP que admitem algoritmos polinomiais



para suas justificativas NAO. Como ha também aqueles para os quais tais
algoritmos nao sao conhecidos.

Os exemplos de problemas pertencentes a classe NP sao inimeros. A
justificativa SIM dada a Ciclo Hamiltoniano possui como passo de
reconhecimento um algoritmo polinomial no tamanho da entrada do grafo.
Logo, Ciclo Hamiltoniano pertence a NP.

Para verificar se um problema IT pertence ou ndo a NP procede-se da
seguinte maneira:

(1) Define-se uma justificativa J conveniente para a resposta
SIM ao problema;

(2) Elabora-se um algoritmo para reconhecer se J esta
correta. A entrada desse algoritmo consiste em J e na entrada
de TII.

Se o algoritmo resultante do passo (2) for polinomial no tamanho da
entrada de I1, entdo IT pertence a NP. O caso contrario, naturalmente, nao
implica necessariamente a nao pertinéncia a NP.

Como ilustracdo do processo, mostra-se a seguir que os problemas
Satisfatibilidade, Conjunto Independente de Vértices e Cobertura por
Vértices pertencem a NP. Alias, todos os demais problemas apresentados na
secdo anterior também pertencem.

PROBLEMA: SATISFATIBILIDADE
DADOS: Uma expressao E na FNC
DECISAO: E é satisfativel?

JUSTIFICATIVA SIM:

(1) EXIBICAO: A expressdo booleana E e uma atribuicao
para cada variavel de E.

(2) ALGORITMO DE RECONHECIMENTO: Substitui-se
em E cada variavel pelo seu valor atribuido (V ou F). E
imediato concluir que a justificativa esta correta se e sO se



cada clausula de E possuir pelo menos uma variavel com
atribuicao V.

CONCLUSAOQO: O algoritmo de (2) é polinomial no tamanho dos
dados de SATISFATIBILIDADE. Logo, este problema pertence a NP.

PROBLEMA: CONJUNTO INDEPENDENTE DE VERTICES
DADOS: Um grafo G(V,E) e um inteiro k > 0

DECISAO: G possui um conjunto independente de vértices, de
tamanho > k?

JUSTIFICATIVA SIM:

(1) EXIBICAO: O grafo G e um subconjunto de vértices V'
cV.

(2) ALGORITMO DE RECONHECIMENTO: Examina-se
cada lista de adjacéncia A(V'), v' € V', para verificar se todo
w € A(V) é tal que w €6 V. Seja agora k' = |[V'|. E imediato
concluir que a justificativa estd correta se e s6 se essas
verificacOes forem todas satisfeitas, e além disso, k' > k.

CONCLUSAO: O algoritmo (2) é polinomial no tamanho dos dados
de CONJUNTO INDEPENDENTE DE VERTICES. Logo, pertence a NP.

PROBLEMA: COBERTURA POR VERTICES
DADOS: Um grafo G(V,E) e um inteiro k > 0
DECISAO: G possui uma cobertura por vértices de tamanho < k?

JUSTIFICATIVA: SIM

(1) EXIBICAO: O grafo G e um subconjunto de vértices V'
cV.

(2) ALGORITMO DE RECONHECIMENTO: Examina-se
cada aresta (v,w) € E com o intuito de verificar se v ou w €
V '. Seja agora k' = |V '|. E imediato concluir que a



justificativa esta correta se e so se as verificacbes forem
todas satisfeitas, e além disso, k' < k.

CONCLUSAO: O algoritmo (2) é polinomial no tamanho dos dados
COBERTURA POR VERTICES. Logo, pertence a NP.

Com essa mesma ideia, pode-se provar que todos os problemas
apresentados na secdo anterior pertencem a NP. E além daqueles, muitos
outros. Contudo, existem também diversos problemas para os quais se
desconhece sua pertinéncia ou nao a essa classe. Um exemplo € a Clique
Maxima a seguir.

PROBLEMA: CLIQUE MAXIMA
DADOS: Um grafo G(V,E) e um inteiro k > 0
DECISAO: A clique de tamanho méaximo de G possui k vértices?

Uma maneira de justificar uma resposta SIM ao problema apresentado
pode ser assim descrita. No passo de exibicdo apresenta-se um conjunto S
contendo todas as cliques maximais de G. No passo de reconhecimento,
comprova-se que S contém de fato exatamente cada clique maximal de G.
Seja k' o tamanho da maior clique de S. Obviamente, a justificativa esta
correta se e somente se k = k'. Como o tamanho de S pode ser exponencial
no de G, este algoritmo é também exponencial. A conclusao natural é que a
justificativa apresentada nao permite afirmar que Clique Mdxima pertence a
NP. Isto ndao exclui a possibilidade de existir alguma outra que assim o
permita. Contudo, tal justificativa ndo foi encontrada até o momento, mas
também ndo foi provado que ela ndo possa existir. Consequentemente, nao €
conhecido se Clique Mdxima pertence ou nao a NP. Todas as evidéncias, no
entanto, conduzem a conjectura de que Clique Mdxima & NP.

Finalmente, embora ndo considerados neste texto, menciona-se que
existem problemas para os quais sdo conhecidas provas de ndo pertinéncia a
NP.

9.6 A Questao P = NP

Nessa secdo discutem-se relacoes entre as classes P e NP. O lema seguinte é
imediato.



Lema 9.1
P € NP.

Prova Seja I1 € P um problema de decisdo. Entdo existe um algoritmo o
que apresenta a solugcdo de I1, em tempo polinomial no tamanho de sua
entrada. Em particular, a pode ser utilizado como algoritmo de
reconhecimento para uma justificativa a resposta SIM de I1. Logo, I1 &€ NP.

A pergunta natural seguinte seria P # NP? Ou seja, existe algum
problema na classe NP que seja intratavel? Ou, caso contrario, todo
problema em NP admite necessariamente algoritmo polinomial? Isto €, a
exigéncia de que uma justificativa SIM pode ser reconhecida em tempo
polinomial é suficiente para garantir a existéncia de um algoritmo
polinomial?

Até o momento ndo se conhece a resposta a essa pergunta. Todas as
evidéncias apontam na direcao P # NP. Um argumento em favor dessa
conjectura € que a classe NP incorpora um grande numero de problemas,
para o0s quais indmeros pesquisadores ja desenvolveram esforcos para
elaborar algoritmos eficientes. Apesar deste fato ndo foi possivel a
formulacao de algoritmos polinomiais para qualquer deles. Os problemas
desse conjunto pertenceriam entdo a NP — P. Na Secdo 9.8, serdo
desenvolvidos argumentos adicionais que reforcam a ideia de que P # NP.

Uma outra questdo, dessa vez simples de ser respondida, é a seguinte:
Deseja-se saber qudo complexo pode ser um problema da classe NP. Ou
seja, admitindo que P # NP, seria possivel ao menos resolver em tempo
exponencial todo problema da classe NP? O Lema 9.2 responde
afirmativamente a esta pergunta.

Lema 9.2

Seja IT € NP um problema de decisdo. Entdo uma resposta SIM ou NAO
para I1 pode ser obtida em tempo exponencial com o tamanho de sua
entrada.



Prova Se Il € NP, entdo existe um algoritmo o que reconhece se é
verdadeira uma justificativa J para a resposta SIM a Tl, tal que o possui
complexidade c,, polinomial no tamanho da entrada de I1. Seja k o tamanho
de J, o qual é necessariamente também polinomial na entrada de I1. Ora, J
é escrita através de uma sequéncia apropriada que contém letras, numeros
ou simbolos especiais. Existe um conjunto A de cardinalidade fixa o qual
contém todos os elementos que podem compor J. A ideia é gerar todas as
sequéncias possiveis de comprimento k que podem ser formadas com
elementos de A. Para cada uma dessas sequéncias aplica-se o algoritmo a.
Entdo IT possui resposta SIM se e somente se pelo menos uma das saidas de
a for SIM. o é aplicado um total de |A|* vezes. Portanto, foi descrito um
algoritmo para I1 de complexidade O(|A|'c,). Isto prova o lema.

9.7 Complementos de Problemas

Conforme mencionado, a definicdo da classe NP exige que a justificativa
SIM deva ser reconhecida em tempo polinomial, enquanto nada se exige da
justificativa NAO. Este fato sugere a possibilidade de se inverter os papéis
desempenhados pelas mesmas, o que conduz a uma nova classe de
problemas. Assim sendo, define-se a classe Co-NP como sendo aquela que
compreende todos os problemas de decisdao II, tais que existe uma
justificativa a resposta NAO, cujo passo de reconhecimento corresponde a
um algoritmo polinomial no tamanho da entrada de IT.

Por analogia, define-se o complemento I1 de um problema de decisdao
IT como sendo o problema de decisao cujo objetivo é o complemento da
decisdo de II. Ou seja, IT e IT possuem SIM e NAO trocados. Isto é, a
resposta ao problema IT é SIM se e somente se a resposta a IT for NAO.

Uma consequéncia direta dessas definicoes é que a classe Co-NP
compreende exatamente os complementos dos problemas da classe NP. Ou
seja, [T € NP se e somente se [T & Co-NP.

Pode-se formular para a classe Co-NP um lema semelhante ao 9.1. Ou
seja, é imediato verificar que P S Co-NP. Assim sendo, se um problema de
decisdo IT admitir solucao polinomial, entdo obviamente IT € P e IT &€ NP
N Co-NP. Por outro lado, existem problemas IT € NP para os quais é
desconhecido se IT também pertence ou nao a essa classe. Por analogia, é
possivel construir exemplos de problemas da classe Co-NP, mas cuja



pertinéncia ou nao a Co-NP de seus complementos seja desconhecida. Ha
também casos para os quais se desconhece a pertinéncia ou nao a NP, tanto
de IT quanto do complemento I1.

Como exemplo, considere o problema CLIQUE, anteriormente
mencionado. Seu complemento é o problema CLIQUE seguinte:

PROBLEMA: CLIQUE
DADOS: Um grafo G(V,E) e um inteiro k > 0
DECISAO: G ndo possui clique de tamanho > k?

Ja foi observado que CLIQUE & NP. Para que CLIQUE também
pertenca a essa classe seria necessdria a existéncia de um algoritmo que
reconhecesse em tempo polinomial com o tamanho de G, uma conveniente
justificativa SIM a pergunta formulada na decisdo anterior. Contudo,
conforme ja foi observado, ndao é conhecido algoritmo para tal
reconhecimento, que seja polinomial no tamanho do grafo. Mas tampouco
se conhece qualquer prova de sua ndo existéncia. Consequentemente, ndo é
sabido se CLIQUE & NP.

Um exemplo para o qual é desconhecida a pertinéncia a NP tanto de IT,
quanto de IT é a Cliqgue Mdxima, formulada na Secao 9.5. Exemplos de
problemas tais que ambos IT e IT pertencem a NP sdo inimeros. Como foi
mencionado, P € NP e P © Co-NP. Logo, qualquer problema IT € P
satisfaz [T € NP e IT € NP.

Um caso interessante é o problema NUMEROS COMPOSTOS,
definido a seguir.

PROBLEMA: NUMEROS COMPOSTOS
DADOS: Um numero inteiro k > 0
DECISAO: Existem inteiros p,q > 1 tais que k = pq?

E imediato verificar que NUMEROS COMPOSTOS € NP. Para tanto,
basta observar que o passo de exibicdo de uma justificativa SIM consiste
em listar os inteiros p e g. O passo de reconhecimento corresponde a efetuar

o produto p + q e compara-lo com k. Por outro lado, o complemento de
NUMEROS COMPOSTOS é o seguinte:

PROBLEMA: NUMEROS COMPOSTOS (NUMEROS PRIMOS)



DADOS: Um namero k > 0
DECISAOQ: k é primo?

NP (P CoNP

Figura 9.9: Conjecturas P # NP:NP 7 CO;NP, P # NP n Co-NP

Mais recentemente, foi descoberto um algoritmo de tempo polinomial
para decidir o problema anterior, isto €, verificar se um numero € primo.
Isto permite concluir que NUMEROS COMPOSTOS € P.

As seguintes questdes nao foram resolvidas até o momento:

(i) NP = Co-NP?
(ii) P = NP n Co-NP?

Observe que as expressoes (i) e (ii) acima ndo sao independentes da
questdo P = NP? De fato, se P = NP, entdo necessariamente NP = Co-NP e
portanto ambas (i) e (ii) possuem resposta SIM. Contudo, outras
combinacdes sdo também possiveis. Conjectura-se que de fato NP # Co-NP
e P # NP n Co-NP. A Figura 9.9 ilustra as conjecturas.

9.8 Transformacoes Polinomiais

Sejam II(D,Q) e II(D,Q, problemas de decisdo. Suponha que seja
conhecido um algoritmo A, para resolver II. Se for possivel transformar o
problema IT em I1 e sendo conhecido um processo de transformar a solugdo
de II, numa solucao de IT, entdo o algoritmo A, pode ser utilizado para
resolver o problema IT. Observe que como o objetivo consiste em resolver
I1, através de A, o que se supOe dado é uma instancia de I para a qual se
deseja conhecer a resposta. A partir da instancia I, € D, elaborase a
instancia I, & D,. Aplica-se entdo o algoritmo A, para resolver I1. O retorno
ao problema I1 é realizado através da transformacdo da solucdo de I1 para a
de I1.. Se a transformacao de IT em I1, bem como a da solucdo de II na de



IT, puder ser realizada em tempo polinomial, entdo diz-se que existe uma
transformagdo polinomial de II em II, e que Il é polinomialmente
transformavel em I1..

Formalmente, uma transformacdo polinomial de um problema de
decisédo I1(D,,Q,) no problema de decisao I1,(D,,Q,) é uma funcdo f: D, —
D, tal que as seguintes condigOes sdo satisfeitas:

(i) f pode ser computada em tempo polinomial, e

(ii) para toda instancia I € D, do problema II tem-se: II (I)
possui resposta SIM se e somente se I (f(I)) também o

possuir.
transformagao transformagao
polinomial ) polinomial
algoritmo A,
dados dados solugéo solugéo
de TIT, > derl, » parall, » parall,

Figura 9.10: Transformacao polinomial do problema IT em IT,

A Figura 9.10 descreve o processo. Observe que as transformacdes de
maior interesse sao precisamente as polinomiais. Isto ocorre porque essas
ultimas preservam a natureza (polinomial ou ndo) do algoritmo A, para I1,
quando utilizado para resolver I1. Assim sendo, se A, for polinomial, e
existir uma transformacao polinomial de IT em I1 entdo I1 também pode ser
resolvido em tempo polinomial. Denota-se Il « II para indicar que IT pode
ser transformado polinomialmente em II. Observe que a relagdo « é
transitiva (isto é, IT o« IT e IT o IT. = IT « IL).

Para ilustrar um processo simples de transformagdo polinomial,
considere como II e II, respectivamente, os problemas CLIQUE e
CONJUNTO INDEPENDENTE DE VéRTICES, formulados na Secao 9.4.
A instancia I de CLIQUE consiste em um grafo G(V,E) e um inteiro k > O.
Para obter a instancia f(I) de CONJUNTO INDEPENDENTE, considera-se
o grafo complemento G de G e o mesmo inteiro k. E entdo evidente que f é
uma transformacao polinomial porque:

(i) G pode ser obtido a partir de G, em tempo polinomial, e



(ii) G possui uma clique de tamanho > k se e somente se G

possui um conjunto independente de vértices de tamanho >
k.

Portanto, se existir um algoritmo A, que resolve CONJUNTO
INDEPENDENTE em tempo polinomial, este algoritmo pode ser utilizado
para resolver CLIQUE também em tempo polinomial. Entdao CLIQUE «
CONJUNTO INDEPENDENTE.

Observe que quando IT « IT a transformacdo f deve ser aplicada sobre
uma instancia I genérica de I1. A instancia que se obtém de II, contudo é
particular, pois é fruto da transformacao f utilizada. Assim sendo, de certa
forma, IT,pode ser considerado como um problema de dificuldade maior ou
igual a II. Pois que, mediante f, um algoritmo que resolve a instancia
particular de IT, obtida através de f, resolve também a instancia arbitraria de
IT dada.

Considere agora dois problemas II e II, tais que IT « IT e IT o IT.
Entdo IT e II, sdo denominados problemas equivalentes. Segue-se que,
segundo a observacao anterior, dois problemas equivalentes sdo de idéntica
dificuldade (no que se refere a existéncia ou ndo de algoritmo polinomial
para resolvé-los). Note que quando Il o« II, a particularizacdo de II,
construida pela transformacao f é equivalente ao problema geral IT. Isto é,
representando por f(D) o conjunto imagem de f : D, - D, o problema
I1(D,Q)) é equivalente a particularizacao (f(D,),Q,), do problema IT1(D,Q),
conforme ilustra a Figura 9.11.
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Figura 9.11: Equivaléncia entre I1 (D Q) e (f(D,),Q,)

Observe que € possivel utilizar a relacao o« para dividir NP em classes
de problemas equivalentes entre si. Obviamente, os problemas pertencentes
a P formam uma dessas classes. E, nesse sentido, podem ser considerados
como os de “menor dificuldade” em NP.

Em contrapartida, existe outra classe de problemas equivalentes entre
si, que correspondem aos de “maior dificuldade” dentre todos em NP. Os



problemas dessa nova classe sdao denominados NP-completos, cuja
definicdo se segue. Um problema de decisdo IT é denominado NP-completo
quando as seguintes condicoes forem ambas satisfeitas:

(i) II € NP
(ii) todo problema de decisdo IT" € NP satisfaz IT" « ITI.

Observe que (ii) implica que todo problema da classe NP pode ser
transformado polinomialmente no problema IT NP-completo. Isto é, se um
problema NP-completo IT puder ser resolvido em tempo polinomial entdao
todo problema de NP admite também algoritmo polinomial (e
consequentemente, nesta hipétese, P = NP). Vale, pois, I1 € P se e somente
se P = NP. Isto justifica o fato de que a classe NP-completo corresponde aos
problemas de maior dificuldade dentre os pertencentes a NP. Caso somente
a condicdo (ii) da definicdio de NP-completo seja considerada (ndo
importando se (i) é ou ndo satisfeita), o problema IT é denominado NP-
dificil. Consequentemente, a “dificuldade” de um problema NP-dificil é nao
menor do que a de um NP-completo.

9.9 Alguns Problemas NP-Completos

Uma vez definida a classe NP-completo, o passo natural seguinte consiste
em identificar problemas que pertencam a essa classe. Como a unica
informacdao disponivel até o momento é a definicio de NP-completo, o
processo de identificacdo de tais problemas envolveria a aplicacao dessa
definicao. Contudo, esbarra-se numa dificuldade. A condicao (ii) anterior
requer que seja provado que todo problema de NP pode ser
polinomialmente transformado no problema candidato a pertencer a classe.
Esta tarefa seria por demais ardua para ser aplicada a cada possivel
candidato a NP-completo. O lema seguinte vem contornar esta questao.

Lema 9.3
Sejam I1,I1 problemas de decisdo &€ NP. Se I1 é NP-completo e II o« IT
entdo I1,é também NP-completo.



Prova Como I1, &€ NP, para mostrar que Il é NP-completo, basta provar
que IT" « II, para todo I &€ NP. Como Il é NP-completo, entdo
necessariamente I1" « IT. Como I1, « I1, por transitividade tem-se IT" « I1.

O Lema 9.3, apesar da simplicidade, ¢ muito poderoso. Como
consequéncia, para provar que um certo problema IT é NP-completo, ao
invés de utilizar a mencionada condicdo (ii) da definicdo (a qual exige uma
prova de que todo problema IT" &€ NP é polinomialmente transformavel em
IT), basta demonstrar que um problema NP-completo é polinomialmente
transformavel em I1. Ou seja, é suficiente provar que

(i) I € NP, e
(ii) um problema NP-completo IT' é tal que IT" « II.

Observe que se apenas (ii) for realizado, entdo IT é NP-dificil, mas nao
necessariamente NP-completo. Contudo, para que este esquema de prova
possa ser utilizado, é necessario escolher algum problema IT’ que seja NP-
completo. Portanto, para se identificar o primeiro problema desta classe, o
processo apresentado ndo se aplica. Essa primeira identificacdo é dada pelo
Teorema 9.1.

‘Teorema 9.1
O problema SATISFATIBILIDADE (Segdo 9.4) é NP-completo.

A prova do teorema foge ao escopo deste texto. Ela consiste em uma
transformagdo polinomial genérica, de um problema da classe NP em
SATISFATIBILIDADE.

Uma vez identificado um primeiro membro da classe NP-completo, o
reconhecimento de outros pode ser realizado da maneira mais simples,
através da aplicacdao do processo anterior. Assim sendo, tem-se:

Teorema 9.2
O problema CLIQUE é NP-completo.



Prova Os dados de CLIQUE sdo um grafo e um inteiro positivo. Seja C
uma clique do grafo. Pode-se reconhecer se C é uma clique e computar o
seu tamanho, em tempo polinomial no tamanho da entrada de CLIQUE.
Logo, CLIQUE € NP. E necessdrio agora verificar que algum problema
NP-completo pode ser polinomialmente transformavel em CLIQUE. Seja
uma instancia genérica de SATISFATIBILIDADE. Esta é constituida de
uma expressdo booleana E na FNC, compreendendo as cldusulas L,,...,L. . A
questdo de decidir se E é ou ndo satisfativel sera transformada numa
questdo de decidir se um certo grafo G(V,E) possui ou ndo uma CLIQUE de
tamanho > p. O grafo G é construido, a partir da expressao E, da seguinte
maneira: Existe um vértice diferente v.em G, para cada ocorréncia x, de
literal em E. Existe uma aresta diferente (v,v) em G, para cada par de
literais x,x de E, tais que o literal x, ndo representa x, e X,X ocorrem em
clausulas diferentes de E. Como decorréncia, cada aresta (v,v) de G € tal
que os literais x,x, correspondentes em E, estdo em cldusulas diferentes e
podem assumir o valor verdadeiro simultaneamente. Logo, uma clique de G
com p vertices corresponde em E, a p literais, um em cada clausula, os
quais podem assumir o valor verdadeiro simultaneamente. E
reciprocamente. Portanto, decidir se E ¢ satisfativel é equivalente a decidir
se G possui uma clique de tamanho > p (Figura 9.12). Para completar a
prova, basta observar que a construgdo de G pode ser facilmente realizada
em tempo polinomial com o tamanho de E.
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Figura 9.12: Transformacao da prova do Teorema 9.2

Teorema 9.3
O problema CONJUNTO INDEPENDENTE é NP-completo.

Prova Na Secdo 9.5 foi provado que CONJUNTO INDEPENDENTE & NP.
Na Secdo 9.8 foi verificado que CLIQUE o« CONJUNTO
INDEPENDENTE. Sabe-se pelo Teorema 9.2 que CLIQUE é NP-completo.
Logo, CONJUNTO INDEPENDENTE é NP-completo.

Teorema 9.4
COBERTURA POR VERTICES é NP-completo.



Prova E imediato verificar que COBERTURA POR VERTICES € NP.
Considere uma instdncia genérica de CONJUNTO INDEPENDENTE, o
qual é NP-completo (Teorema 9.3). Esta se compo6e de um grafo G e de um
inteiro k > 0. Seja transformar esta instdncia numa de COBERTURA POR
VERTICES, cuja entrada consiste em um grafo G' e de um inteiro p > 0.
Define-se entdo G' = G e p = |V |-k (note, que k < |V |, caso contrdrio
COBERTURA POR VERTICES torna-se trivial. Se CONJUNTO
INDEPENDENTE possui resposta SIM, existe um conjunto independente S,
tal que |S| > k. Entdo o conjunto V —S é uma cobertura por vértices de G, de
tamanho < p. Reciprocamente, se C ¢ uma cobertura por vértices tal que |C|
< p, entdo obviamente V —C é um conjunto independente de tamanho > k.
Logo, CONJUNTO INDEPENDENTE « COBERTURA POR VERTICES.

Seguindo uma sequéncia similar de passos, pode-se mostrar que todos
os problemas enunciados na Secao 9.4 sao NP-completos. E naturalmente a
lista de tais problemas ndo se resume aos daquela secdo. A literatura ja
aponta varias centenas desses. Eles podem ser encontrados em areas
relativamente diversas, como grafos, teoria dos nimeros, l6gica, construgao
de software, programacdo matematica e outras. Nesse conjunto, encontram-
se alguns problemas para os quais ja ha dezenas de anos existem tentativas
de desenvolvimento de algoritmos eficientes. O resultado infrutifero dessas
tentativas, pelo menos até o momento, bem como o grande numero de
problemas da lista constituem indicios da provavel correcao da afirmativa P
# NP.

9.10 Restricoes e Extensoes de Problemas

Sejam TI(D,Q) e IT'(D',Q’) problemas de decisdao. Diz-se que II' é uma
restrigdo de IT quando D' € D e Q' = Q. Analogamente, o problema IT é
chamado de extensdo de IT'. Isto é, a questdao a ser respondida para ambos
os problemas é a mesma. Mas os dados de IT' sdo retirados de um conjunto
D’ igual ou mais restrito do que o conjunto D, de onde os dados de IT sdao
retirados.

Como exemplo, considere o problema a seguir.

PROBLEMA: 3-SATISFATIBILIDADE



DADOS: Uma expressao booleana E na FNC, tal que cada clausula de
E possui exatamente 3 literais

DECISAOQ: E é satisfativel?

Por exemplo, (x,Vx,Vx)A(x,Vx,Vx)) é uma instancia do problema
apresentado. Obviamente, as questoes de decisao de SATISFATIBILIDADE
e 3-SATISFATIBILIDADE sdo idénticas. Além disso, cada instancia desse
ultimo é uma expressdao booleana na FNC, cujas clausulas possuem
exatamente 3 literais cada. Ou seja, o conjunto de dados desse ultimo é um
subconjunto dos dados de SATISFATIBILIDADE (cujas expressoes
booleanas na FNC possuem clausulas com nimero arbitrario de literais).
Logo, 3-SATISFATIBILIDADE é uma restricao de SATISFATIBILIDADE.

Considere agora o problema CLIQUE. Uma maneira alternativa de
formular CLIQUE consiste em considerar seus dados como um grafo G e
uma clique C. A questdo agora se constitui em indagar se G admite C como
subgrafo. Obviamente, esse problema é de fato uma simples reformulacao
de CLIQUE, como definido, anteriormente, na Secao 9.2. Pois saber se um
grafo G possui uma clique com pelo menos k vértices é exatamente o
mesmo que saber se G possui um subgrafo isomorfo a clique C, possuindo
|C| = k vértices. Assim sendo, CLIQUE é uma restricio de ISOMORFISMO
DE SUBGRAFOS. Em ambos, as instancias sao dadas por dois grafos G e
H, sendo G arbitrario. Para CLIQUE, H é uma clique, enquanto que para
ISOMORFISMO DE SUBGRAFOS, H ¢ também arbitrario. Logo, o
conjunto de dados do primeiro é um subconjunto dos dados de
ISOMORFISMO DE SUBGRAFOS. E além disso, a decisao “G possui um
subgrafo isomorfo a H?” é comum a ambos.

A aplicacdo principal desse conceito é devido ao lema seguinte:

Lema 9.4

Sejam ILIT' dois problemas de decisdo tais que Il' é uma restricao de II, e
IT" é NPcompletos. Entdo IT é NP-dificil.

Prova Basta mostrar que II' é polinomialmente transformavel em II.
Considere para f, a identidade que associa a cada instancia I de IT', uma
imagem f(I) = I em I1. Entdo IT' « I1, o que prova o lema.



Naturalmente, se no Lema 9.4 II pertencer a NP entdao Il é NP-
completo. Observe também que quando o problema de decisdo IT" for uma
restricdio de IT entdo um algoritmo polinomial que resolva II, resolvera
também IT'. Por outro lado, o fato de IT ser NPcompleto nao implica,
necessariamente, que IT' também o seja. O Lema 9.4 sugere um método
alternativo para provar que um certo problema IT é NP-completo. Ou seja,
IT sera NP-completo quando:

(i) IT pertencer a classe NP, e
(ii) existir uma restricao IT" de I1, que seja NP-completo.

Observe que para provar (ii), a ideia consiste em a partir de IT procurar
algum problema IT" NP-completo, e tal que IT' seja uma restricao de I1. Este
procedimento contrasta com a metodologia de prova exposta na secao
anterior, a qual tinha como ponto de partida a escolha de algum problema
NP-completo, para tentar transforma-lo em I1. Muitas vezes, a alternativa
anterior conduz a provas mais simples do que as obtidas com o
procedimento da secdo anterior.

Como exemplo, considere novamente os problemas CLIQUE e
ISOMORFISMO DE SUBGRAFOQOS. Pelo Teorema 9.2, CLIQUE ¢é NP-
completo. Conforme exposto, sabe-se que CLIQUE é uma restricdo de
ISOMORFISMO DE SUBGRAFOS. Por outro lado, nao é dificil concluir
que ISOMORFISMO DE SUBGRAFOS pertence a classe NP. Isto prova o
seguinte lema.

Teorema 9.5
O problema ISOMORFISMO DE SUBGRAFOS é NP-completo.

Considere agora os problemas 3-SATISFATIBILIDADE e
SATISFATIBILIDADE. Conforme mencionado, o primeiro desses é uma
restricdo do segundo. Sabe-se também que SATISFATIBILIDADE é NP-
completo. Portanto, a aplicacdo do Lema 9.4 nada permite afirmar com
relacdo a conhecer se 3-SATISFATIBILIDADE € ou nao NP-completo.
Assim sendo, para verificar que este problema é de fato NP-completo,
utiliza-se a metodologia da secdo anterior.



Teorema 9.6
O problema 3-SATISFATIBILIDADE é NP-completo.

Prova E imediato que 3-SATISFATIBILIDADE pertence a NP. Porque
SATISFATIBILIDADE, que é uma extensdo desse problema, também o
pertence. O passo seguinte é estabelecer uma transformagdo polinomial de
algum problema NP-completo em 3-SATISFATIBILIDADE. Considere entdo
uma instancia genérica de SATISFATIBILIDADE, dada por uma expressdo
booleana E, na FNC. Substitui-se cada clausula (g,V g,V ... V g,) de E,
onde g sdo os literais e k > 4, pelo par de clausulas (g,V g,V h) A (g,V ...
V g V h), onde h é uma nova variavel. Repete-se o processo até que todas
as clausulas possuam ndo mais de 3 literais cada. Agora substitui-se cada
clausula (g,Vg,) com 2 literais, pelo par de clausulas (g,Vg,Vh)AN(hVhVh),
onde h é uma nova variavel. Procedimento correspondente € efetuado para
clausulas contendo um tnico literal. Desse modo, obtém-se uma expressdo
E' na FNC, em que cada cldusula contém exatamente 3 literais. E simples
verificar que E' é satisfativel se e somente se E o for. Além disso, a
construcdo de E', a partir de E, pode ser realizada em tempo polinomial
com o tamanho de E. Isto completa a prova.

Uma questao natural, nesse momento, seria considerar o problema 2-
SATISFABILIDADE, que é uma restricio de SATISFATIBILIDADE, tal
que cada clausula possui exatamente 2 literais. Novamente, a aplicacao do
Lema 9.4 ndo traz informacdo para que se possa concluir se o mesmo é ou
nao NP-completo. Sabe-se, porém, que existe um algoritmo polinomial que
o resolve. Portanto 2-SATISFATIBILIDADE pertence a P. Considere agora
o problema k-SATISFATIBILIDADE, k > 3, que é a restricio de
SATISFATIBILIDADE, em que cada clausula possui exatamente k literais.
Como 3SATISFATIBILIDADE é NP-completo, a aplicacao do Lema 9.4
permite concluir que k-SATISFATIBILIDADE também é NP-completo.

Teorema 9.7
3-coloragdo é NP-completo.



Prova E bastante simples verificar que 3-coloracdo € NP. A transformacédo
polinomial escolhida é a partir do problema 3-SATISFATIBILIDADE. Seja
B = CU ... UC, uma expressdo booleana na forma normal conjuntiva,
composta de n clausulas C, cada qual composta exatamente por 3 literais.

A partir da expressdo booleana B, construiremos um grafo G. Este contém
um tridngulo especial, denominado base, cujos vértices sdo rotulados com
v,b,f (Figura 9.13(a)). A ideia é que, na 3-coloragdo de G, a esses vértices
sejam atribuidas as cores

b
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Figura 9.13: Vértices de G

veértice v — cor verde
vértice b — cor branca
vértice f — cor facsia

A Figura 9.13(a) ilustra o triGngulo base, (b) o artefato de variaveis, e
(c) o artefato de clausulas. Cada variavel x de B corresponde, em G, a um
par de vértices adjacentes w,w, denominado artefato de variavel ((Figura
9.13(b)). Cada clasula C corresponde, no grafo, a um caminho de 6
vértices, 1.1.2,2",3,3, denominado artefato de clausula (Figura 9.13(c)). Estes
sdo os vértices de G.

Além das arestas descritas, G contém as seguintes arestas adiciondais.

Os pares de vértices adjacentes w,w de cada artefato de variavel x sdo

ligados ao vértice b do triangulo base (Figura 9.13(a)). Por outro lado, os
vértices de cada artefato de literal C ddo origem ds seguintes arestas

adicionais:
Os vertices 1,1' sdo ligados ao vértice correspondente ao primeiro
literal de C.

Os veértices 2,2 sdo ligados ao vértice correspondente ao segundo
literal de C.

Os vertices 3,3' sdo ligados ao vértice correspondente ao terceiro
literal de C.

Os vértices 1,3' sdo ligados ao vértice v do triangulo base.



Ver a Figura 9.14(b).

A Figura 9.14(a) ilustra a ligagdo entre artefatos de varidveis e b, e a
Figura 9.14(b) mostra as ligagdes entre os vértices do artefato do literal C
= {x,x,x }, e os vértices dos artefatos das variaveis x,x,,x, bem como o
vértice v do triangulo base.

A contrugdo de G estd completa.

Como exemplo, seja a expressdo booleana B=C N C,N C, onde C =
(x,Vx,Vx),C=(xVxVx),C=(xVXxVXx).

O grafo G obtido atraves da construc¢do apresentada esta ilustrado na
Figura 9.15, onde é considerado a expressdo booleana B = (x, V x, V X,)
Ax,V x,Vx)ANX VX,V X).

A proxima etapa da prova consiste em mostrar que B é satisfativel se e
somente se G for 3-colorivel.

Primeira parte: Suponha que G seja 3-colorivel.

Seja uma 3-coloragcdo de G, com as cores branca (b), verde (v) e
fucsia (f). Os vértices w,w de cada variavel x ndo estdo coloridos com a cor

branca, pois ambos sdo adjacentes ao vértice b do tridngulo base. Restam,
portanto, as cores verde e fucsia para w,w. Observe que w,w possuem

cores distintas. Definimos uma atribui¢do para as varidveis x de B, que
dependera de cor wem G, do seguinte modo:
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Figura 9.14: Arestas adicionais de G
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Figura 9.15: Grafo da prova do Teorema 9.7
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Figura 9.16: Contradi¢do na prova do Lema 9.4.



cor(w;) = verde = Definir x; como verdadeiro em B
cor(w;) = fucsia = Definir x; como falso em B

Vamos mostrar que a atribuicdo apresentada torna B satisfativel.
Suponha que ndo. Entdo existe uma cdusula C em que as trés varidveis sdo
falsas. A situacgdo é ilustrada na Figura 9.16(a). Observe que os vértices
correspondentes ao artefato de cdausula C estdo todos ligados ao vértice de
cor fucsia do tridngulo base, e seus extremos estdo ligados aos vértices de
cor branca do tridngulo base (Figura 9.16(a)). Isto implica uma coloragdo
for¢ada dos vértices correspondentes ao artefato de clausula C, quando
percorridas da esquerda para a direita, conforme indica a Figura 9.16(b).
Nesse caso, ao veértice da extrema direita do artefato da clausula é
atribuida a cor verde, que é idéntica a cor do vértice do triangulo base, ao
qual ele é ligado. Isto contradiz a 3-coloragcdo de G. Portanto, B é
certamente satisfativel.

Segunda Parte: Suponha que B seja satisfativel.

Vamos mostrar que G é 3-colorivel, apresentando uma 3-coloragdo de
G. Sabemos que a cada variavel x de B esta associada um valor verdadeiro
ou falso. Vamos definir a seguinte coloragdo da G.

Triangulo base: colorir o vértice v com a cor verde, o vértice b com
branco e f com ficsia.

Artefatos de cldausula: Resta, apenas, colorir os vértices 1.1.2,2.3,3do
artefato de cada clausula C. Sabemos que os vérices de cada par 1,1'; 2,2';
e 3,3' estdo ligados a um vértice comum, ja colorido através dos artefatos
de variaveis. Assim ha formacdo de 3 triangulos, cujas bases ainda ndo
foram coloridas, e cujos topos ja o foram, através da atribuicdo de cores ja
realizadas. Sabemos também que os vértices 1,3 estdo ligados ao vértice
do tridngulo base, colorido com verde. A situagdo € ilustrada na Figura
9.17(a). De acordo com a Primeira Parte desta prova sabemos também que
0s topos desses trés triangulos ndo estdo coloridos simultaneamente, com a
cor fucsia. Além disso, pela construcdo de G, todos os topos estdo ligados
ao vértice branco do triangulo base, o que implica que nenhum dos topos é
branco. Restam entdo 5 possibilidades para as cores dos topos. Para cada
uma delas, mostramos uma colora¢do possivel para os vértices 1.1.2.2.3,3,
como se segue:

Caso 1: Cores dos topos v,v,v. Ver Figura 9.17(b).
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Figura 9.17: Atribuicao de cores do Lema 9.7.
Caso 2: Cores dos topos v,v,f. Ver Figura 9.17(c).
Caso 3: Cores dos topos v,f,v. Ver Figura 9.17(d).
Caso 4: Cores dos topos v,f,f. Ver Figura 9.17(e).
Caso 5: Cores dos topos f,v,f. Ver Figura 9.17(f).

Com isso, obtemos uma 3-colora¢do propria para o grafo G, em
qualquer caso, o que completa a prova do Teorema 9.7

9.11 Algoritmos Pseudopolinomiais

Na Secdo 5.5, foi apresentado um algoritmo de programacdo dinamica para
o problema de o particionamento de arvores. O problema de decisao
correspondente pode ser formulado como:

PROBLEMA: PARTICIONAMENTO DE ARVORES

DADOS: Uma arvore T(V,E), um peso d(e) para cada aresta e € E, um
peso inteiro z(v) para cada vértice v € V, inteiros k e m > 0.



DECISAO: Existe um particionamento da drvore T em subarvores
disjuntas, T(V,E), ... ,I(V,E), tal que:

(i)Y &,iz(v) <k paracadai=1,...t e
(i) * €&,i d(e) < m, para i = 1,...,t?

Em outras palavras, o problema PARTICIONAMENTO DE
ARVORES consiste em indagar se é possivel dividir uma arvore dada T em
subarvores disjuntas T,...,T, de tal modo que (i) a soma dos pesos dos
vértices em cada subarvore T ndo exceda um valor k dado e (ii) a soma dos
pesos das arestas ndo pertencentes a qualquer das subarvores ndao exceda
um valor m dado. Em relacao a este problema pode-se provar o seguinte:

Teorema 9.8
O problema PARTICIONAMENTO DE ARVORES é NP-completo.

A prova segue a estratégia geral apresentada na Secdao 9.9, mas sera
omitida neste texto.

O problema de otimizacao associado ao PARTICIONAMENTO DE
ARVORES, anteriormente formulado, foi considerado no final da Secdo 5.5
como extensao do problema de particionamento la considerado. A solucao
indicada por esta extensao particionava uma arvore em subarvores, de modo
que (i) a soma dos pesos dos vértices em cada subarvore nao excede o valor
k dado e (ii) a soma dos pesos das arestas ndao pertencentes a qualquer
subarvore é minima. Portanto, aquele processo (Exercicio 9.6) resolve
também o problema de decisio PARTICIONAMENTO DE ARVORES. A
complexidade do algoritmo citado é O(nk’), onde n = |V | e k é o inteiro
dado. Mas, entdo, ndo seria este um algoritmo polinomial?

Para justificar o motivo pelo qual o mencionado processo ndo é
polinomial, recordase que a complexidade de um algoritmo € calculada em
funcao do tamanho da entrada. Isto é, um algoritmo polinomial possui como
expressao de complexidade um polindmio no tamanho de sua entrada.
Contudo, esse tamanho é naturalmente funcdo da codificacdo adotada.
Sabe-se que a representacao bindria é aceitdvel como critério de
codificacdo. Além disso, uma codificacdo em uma base b > 2 é obviamente
também aceitavel, pois nao altera a natureza (polinomial ou exponencial) do



algoritmo. Contudo, a codificacdao unaria (b = 1) ndo é aceita porque pode
alterar a tal natureza. Na base 2, o numero k seria representado por uma
sequéncia de 1+blog, kc digitos. Consequentemente, O(nk’) ndo é polinomial
no tamanho da entrada de PARTICIONAMENTO DE ARVORES.

Observe que O(nk’) seria de fato um algoritmo polinomial, caso a
entrada de PARTICIONAMENTO DE ARVORES fosse escrita em
representacao unaria. Por outro lado, ha outros problemas NP-completos
para os quais nao podem existir algoritmos polinomiais (a menos que P =
NP), mesmo se a entrada for codificada em unario. Isto sugere as seguintes
definicoes.

Seja IT um problema de decisdo. Um algoritmo A que resolva IT é dito
pseudopolinomial quando a complexidade de A for polinomial no tamanho
da entrada de I1, supondo que esta seja codificada em unario. Por exemplo,
o algoritmo mencionado para a extensao do problema de particionamento
da Secdo 5.5 é pseudopolinomial.

Um problema NP-completo que admita algoritmo pseudopolinomial
para soluciond-lo é denominado NP-completo fraco. Assim sendo,
PARTICIONAMENTO DE ARVORES é um exemplo de NP-completo
fraco. Por outro lado, existem problemas NPcompletos cuja possivel
existéncia de algoritmos pseudopolinomiais implicaria a igualdade P = NP.
Esses ultimos sdo chamados NP-completos forte.

Existem problemas para os quais o valor do maior dado de entrada a
ser codificado é um polinomio na quantidade total de dados. Por exemplo, o
problema CICLO HAMILTONIANO pertence a esta classe. Pois sua
entrada consiste apenas em um grafo G. Para codificar G ndo ha
necessidade de utilizar valores numéricos maiores do que n = |V | ou m =
|E|. Por outro lado, ha necessidade de representar uma quantidade total de,
pelo menos, max(n,m) dados, implicita ou explicitamente. Nesse caso, a
representacdo undria de cada elemento da entrada nao pode alterar a
natureza (polinomial ou exponencial) do algoritmo. Isto porque a
quantidade total de dados a serem representados ndao é afetada pela
codificacdo particular utilizada. Para esta classe de problemas, um
algoritmo pseudopolinomial seria, de fato, um algoritmo polinomial.
Portanto, todos os problemas NP-completos, com tal caracteristica, sao NP-
completos forte.



Ha outros problemas tais que, para uma instancia arbitraria, o valor do
maior dado ndo esta limitado por um polindmio na quantidade total de
dados. Esses tltimos sdao denominados problemas numéricos. Por exemplo,
PARTICIONAMENTO DE ARVORES pertence a esta classe. Isto porque o
valor do parametro k pode ser arbitrariamente grande, impedindo no caso
geral a possibilidade de expressa-lo através de um polinomio no nimero de
vértices da arvore. Assim sendo, os problemas numeéricos sao os unicos
candidatos a admitir algoritmos pseudopolinomiais. E de fato, ha exemplos
dos dois casos possiveis. Isto €, problemas numéricos que sao NP-
completos fraco (como PARTICIONAMENTO DE ARVORES), bem como
os NP-completos forte (como CAIXEIRO VIAJANTE).

Observe que um algoritmo pseudopolinomial para um problema II
torna-se de fato polinomial para uma instancia I particular quando o valor
do maior dado de I for polinomial com a quantidade de dados. Assim, por
exemplo, no problema PARTICIONAMENTO DE ARVORES, quando
todos os pesos dos vértices forem unitarios, o problema torna-se restrito ao
caso k < n (pois se k > n, a solucdo é trivialmente SIM, consistindo em uma
Unica particdo com todos os vértices da arvore). Nessa hipotese, a
complexidade O(nk?) é de fato polinomial no tamanho da entrada. Ou seja, 0
algoritmo correspondente torna-se polinomial.

9.12 Complexidade de um Problema Numeérico

Nesta secdo, examinamos com detalhe um problema numérico, denominado
SUBCONJUNTO SOMA. Sera apresentada uma prova de sua NP-
completude e, em seguida, um algoritmo pseudopolinomial para resolvé-lo.
A conclusao € que se trata de um problema NP-completo fraco.
PROBLEMA: SUBCONJUNTO SOMA
DADOS: Um subconjunto finito S, de nimeros naturais, com possiveis
repeticoes, e um nuamero natural t.

DECISAO: Existe subconjunto S' € S, tal que ¥ €0 s = 1?

Obviamente, trata-se de um problema numérico, pois cada valor s € S,
ndo esta limitado, necessariamente, por um polindmio em |S].

Teorema 9.9



SUBCONJUNTO SOMA ¢é NP-completo.

Prova Inicialmente, observamos que ¢é imediato verificar que
SUBCONJUNTO SOMA & NP. Efetuaremos uma transformagdo a partir
do problema COBERTURA POR VERTICES, que foi provado ser NP-
completo através do Teorema 9.4. A entrada para este tltimo é um grafo
G(V,E) com |V | = n, |E| = m e um inteiro k. A partir de G e k, construimos a
entrada para SUBCONJUNTO SOMA, isto é, o conjunto S e o valor t. Para
representar o grafo G, utilizamos a matriz de incidéncias B de G, definida
no Capitulo 2. A matriz B possui uma linha para cada vértice vde G, 0 < i
< n-1, e uma coluna para cada aresta e, m — 1 < j < 0. Por conveniéncia,
na matriz B as colunas serdo consideradas em ordem decrescente de
valores de j, ou seja, j = m — 1,...,0. A construgdo de S é a seguinte. Este
conjunto tera n + m elementos, onde cada vértice e cada aresta de G
contribuem com uma unidade. Os elementos de S correspondem a
sequeéncias bindarias de m + 1 digitos. O digito mais a esquerda estd na
posicdo j = m, e os demais seguem em ordem decrescente de j, até alcancar
j = 0. Cada vértice v, de G corresponderd a sequéncia bindria p, a qual
consiste no digito 1, na posicdo j = m, seguido da linha i da matriz de
incidéncias B, correspondente a v. Cada aresta e de G corresponderd a
uma sequéncia bindria q, consistindo no digito 0, na posi¢do j = m, sequido
de um numero bindrio que contém exatamente um valor 1, na posi¢do j, e o
valor 0 nas demais posicoes, paraj =m — 1,...,0.
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Figura 9.18: Grafo G e sua matriz de incidéncias B.

O conjunto desses n + m valores bindrios pode ser disposto em uma
matriz B', de n+m linhas, uma para cada elemento de S, e m+1 colunas, de
acordo com a descri¢do dada. Para representar cada um dos elementos de
S utilizaremos, parcialmente, a base numérica 4, ao invés da base 2. Assim,
cada elemento p.de S, correspondente ao vértice v de G, serd igual ao valor



Di = Z?Lo bij4’

Observe que a parcela 4"de p.corresponde ao digito 1 que precede a
linha i de B, na sequéncia bindria relativa ao vértice v. Por outro lado, o
elemento q de S, correspondente a aresta e de G, serd igual a

qj = 4j’

pois a representagdo bindria correspondente a e contém um unico valor 1,
exatamente na posi¢do j.

Resta ainda definir o valor t. Para tal, utilizaremos também uma
representacdo com m + 1 digitos. O primeiro digito € igual a k, e os demais
sdo todos iguais a 2. Na representacdo numérica utilizada este valor
corresponde a

t=kAm+ 3240

A construg¢do da entrada de SUBCONJUNTO SOMA estda completa.
Antes de prosseguir na prova do teorema iremos ilustrar um exemplo da
construgdo de S e t, e da matriz obtida.

O exemplo consiste na entrada do problema COBERTURA POR
VERTICES, que é o grafo G, com n = 4 vértices e m = 5 arestas, ilustrado
na Figura 9.18(a), e o valor k = 2. A matriz de incidéncias B,
correspondente a G, é apresentada na Figura 9.18(b). A Figura 9.19
apresenta a matriz B', que contém as representagoes bindrias dos valores
dos elementos do conjunto S, bem como as representacoes decimais
equivalentes. As 4 primeiras linhas de B' ilustram os valores dos elementos
de S correspondentes aos vértices de G, e as 5 linhas seguintes contém os
valores dos elementos das arestas de G.



o

Pl 1.1 0 0 0 45+ 44+ 43 =1.344
nmil1 0 1 1 1 0 P+ 43+42+4 =1.108
{1 1 0 1 0 1 45+ 4%+ 42 +4° =1.297
1 0 0 0 1 1 45 + 41+ 49 =1.029
@« 0 0 0 0 0 1 Al =]

« 0 0 0 0 1 0 4t =4
20 0 0 1 0 0 42 =16
10 0 1 0 0 O 43 =64
“«|0 1 0 0 0 0 44 =256

Figura 9.19: Matriz B', dos elementos de S.

Os valores decimais correspondentes aos elementos de S aparecem a direita
da matriz B' . O valor t correspondente, pela construcdo, € igual a
=247+ 37" 24 o que corresponde ao valor decimal 2.730.

Retornando a prova, apos a construgdo de S e t, é necessdrio agora
mostrar que G possui uma cobertura por vértices V' € V de tamanho < k se
e somente se S contém um subconjunto S' € S, cuja soma de seus valores é
exatamente t.

(=): Suponha que G possui uma cobertura por vértices

Vi={v,...,v,

de tamanho k.

Seja o subconjunto S' € S, definido como

S'={p,----p,} U {q|eé incidente a um unico vértice de V' }.
m =1 j
Mostramos que 2-ses' s =t = kA" +3 72y 2.4

A primeira parcela (k.4") de t é obtida somando os valores mais
significativos da representacao de {x,...,x,}. Para obter as demais parcelas
de t, consideremos cada aresta e de G, j = 0,.,m — 1. Como V' é uma
cobertura por vertices, cada e € incidente a pelo menos um vértice de V' .
Isto ¢, para cada e, ha pelo menos um valor v, tal que b j = 1.



Caso 1: A aresta e ¢ incidente a dois vértices de V' . Entdo esses dois
vértices contribuem com uma unidade cada para a soma t, na j-ésima
posigdo. Por outro lado, a aresta e ndo contribui com qualquer valor, pois a
defini¢do de S' implica que e &/ S'. Entdo na posi¢do j ha uma contribuig¢do
de 2 unidades, isto é, a parcela 2.4, no valor de t.

Caso 2: A aresta e é adjacente a um tnico vértice v,,. Nesse caso, e, € S,

Entdo e, contribui com uma unidade para a soma do j-ésimo digito de t.

Alem disso, v,, contribui com uma unidade na soma de t. Isto é, a

contribuicdo total é de duas unidades, ou seja, a parcela 2.4, no valor de t.
Desse modo, os elementos de S' somam exatamente = #4" + 372 2.4,
(<=): Suponha que existe S' € S, tal que* € 0s =t.

SejaS'={p,....p,} U 1q,---,q,}.

Vamos mostrar que V' = {v ,...,v.,} é uma cobertura por vértices, de
tamanho € = k.

Inicialmente, observamos que para cada aresta e € E, existem trés 1’
no conjunto S correspondentes a j-ésima posi¢cdo: um 1, para cada um dos
dois vertices incidente a e, e um terceiro correspondente ao valor q. No
esquema de representacdo da base 4 que utilizamos, ndo ha “vai um” para
o cdlculo de t. Assim, para cada uma das posi¢oes de ordem < m, um ou
dois valores de p.contribuem para a soma de t. A contribui¢do de um desses
valores ja é suficiente para garantir que V' é uma cobertura por vértices de
G. Finalmente, examinemos os 1’°s mais significativos, isto é, na posicdo m,
de S'. A unica maneira de obter os 1’s mais significativos na expressdo de t
é através da inclusdo de exatamente k valores p.’s na soma. Isto é, £ = k.

Em seguida a prova de NP-completude do problema SUBCONJUNTO
SOMA, descrevemos, a seguir, um algoritmo para resolve-lo. Utilizamos a
técnica de programacao dinamica, descrita no Capitulo 5.

Sdo dados um conjunto S, formado por n valores inteiros nao negativos
S, com possiveis repeticoes de valores, e dado um inteiro t > 0, determinar

se S contém um 0 subconjunto S' € S, tal que * &, s =t.

Empregamos uma matriz booleana X, de dimensdo n x (t + 1), com
elementos v, onde 1 <i<ne 0 <j<t A ideia é que x,seja verdadeiro (V)



ou falso (F), dependendo das seguintes condicoes

V, sej=00uj=s
1= .l':'_l,‘

| F°, caso contririo

i1 = T -(r

“_ 5 7 15 ‘-.l:‘l.l .-Iv 2§ =3 |l‘_"_i'=' 1,5—s, k'
1 . 7 J
“ | F. casocontririo

Entdo, a resposta do problema SUBCONJUNTO SOMA sera SIM se
x, =V, eNAO caso contrério.

A justificativa de correcdo deste algoritmo se baseia na seguinte
observacao.

Para j # 0, sempre que x, = V', existe um subconjunto S, < {s,...,s} tal
que *si€Si s = j.

A condicdo apresentada é trivialmente satisfeita para i = 1, de acordo
com a defini¢do de x,. Note x, = V', pois nesse caso o subconjunto S~ O

satisfaz a condicdo. Para i > 1, é imediato constatar que a correcdo da
observacao anterior é preservada.

O Algoritmo 9.1, seguinte, descreve o processo.

Algoritmo 9.1: Subconjunto Soma
Dados: Conjunto S = {s,,...,s }, n > 1 cada s inteiro ndo negativo e um valor
inteiro t
X := matriz booleana, elementos x, 1 <i<ne(0<j<t
paraj = 0,...,t efetuar
se j =0 ouj = s entao

xlj=V
caso contrario
xlj=F

parai = 2,...,n efetuar
paraj = 0,...,t efetuar
sex— =V,ouj-s>0ex— - =Ventao
x=V
caso contrario
X,= F
se x = V entao
Resposta SIM



caso contrario
Resposta NAO

Como exemplo de aplicacdo do algoritmo, seja o conjunto S =
{1,2,4,5,6}, e o valor t = 8.
A matriz X construida pelo algoritmo é apresentada na Figura 9.20:

. Jlolt1|2|34|5|6|7]8
1 viv|F|F|F|F|F|F|F
2 viviv|v|F|F|F|F|F
3 viviviviv|iv|iv]|v]|F
4 vivivivivi|iviv|iv]v
5 viviviviv|iviv]iv]v

Figura 9.20: Matriz X do exemplo

Portanto, como X_, = V, concluimos que S contém um subconjunto,
cuja soma de seus elementos é igual a t = 8. De fato, o subconjunto S’ =
{1,2,5} satisfaz.

Para cumprir o objetivo desejado, € necessario que o progresso da
computacao se desenvolva para valores crescentes de i, iniciando-se em i =
1 e terminando com i = n, conforme estabelecido no algoritmo.

Nesse caso, cada valor booleano x, V ou F, pode ser determinado em
tempo constante. Ou seja, a complexidade do algoritmo € igual ao nimero
de elementos da matriz, isto &, O(nt). Por outro lado, o tamanho da entrada
é O(n log t), pois qualquer elemento de S que seja maior do que t pode ser
ignorado no processo. Contudo, t ndo é necessariamente polinomial em n,
pois o valor de t e os valores de s &€ S podem ser arbitrariamente grandes.
Portanto, nao se trata de um algoritmo polinomial. Contudo, este algoritmo
seria polinomial se a codificacdo dos dados fosse em unario, pois nesse caso
o tamanho da entrada seria proporcional a t. Entdo trata-se de um algoritmo
pseudopolinomial.

Corolario 9.1
O problema SUBCONJUNTO SOMA é NP-completo fraco.

9.13 Programas em Python



Esta secdo contém implementacGes dos algoritmos formulados neste
capitulo. As implementacoes seguem as descricOes gerais apresentadas nos
Capitulos 1 e 2.

9.13.1 Algoritmo 9.1: Subconjunto Soma
O Algoritmo 9.1 é implementado como traducdo direta para a linguagem.

10

11

12

13

Programa 9.1: Subconjunto Soma
#Algoritmo 9.1: Subconjunto Soma

#Dados: Conjunto S = {s1,...,sn}, n>1, cada s[i] inteiro ndo
negativo |
e um valor inteiro t

def SubconjuntoSoma(S,n,t):

wn
1]

[None] + S

x
1

[None]*(n+1)

for i in range(1,n+1):

x[1] = [None]*(t+1)

for j in range(t+1):

x[1][3] = (3==06 or j==S[1])

for i in range(2,n+1):

for j in range(t+1):

x[1]1[3] = x[1-1]1[3] or (j-S[i] >= @ and x[i-1][j-S[i]])

return x[n][t]

9.14 Exercicios



9.1 Sejam A,B dois problemas tais que A € NP e B & NP.
Entdo B é polinomialmente transformavel em A se e somente
se P = NP. Certo ou errado?

9.2 Se P = NP todo problema NP-dificil é polinomial. Certo
ou errado?

9.3 Provar que o problema CICLO HAMILTONIANO é NP-
completo.

9.4 Usando o resultado do exercicio anterior, provar que o
problema de decisdio CAIXEIRO VIAJANTE é NP-
completo.

9.5 Considere o problema CAMINHO MINIMO
CONDICIONADO, definido a seguir:

DADOS: Um grafo G(V,E), onde cada aresta possui um peso
inteiro positivo; um par de vértices s,t € V' ; um subconjunto
V'€ V;uminteirok > 0

DECISAO: Existe um caminho P entre s e t em G, tal que P
contém todos os vértices de V' e a soma dos pesos das
arestas de P é < k?

Provar Que esse problema é NP-completo.

9.6 Provar que o problema CAMINHO MINIMO
CONDICIONADO do Exercicio 9.5

(i) permanece NP-completo quando o grafo G é
substituido por um digrafo D, mas, por outro lado

(ii) torna-se polinomial quando D é um digrafo
aciclico (nesse caso, apresentar um algoritmo



polinomial para resolver o problema e determinar a
sua complexidade).

9.7 O problema CAMINHO MINIMO CONDICIONADO
do 9.5 permanece NPcompleto quando os pesos das arestas
do grafo sdo todos unitarios. Provar ou apresentar algoritmo
polinomial.

9.8 Provar que o problema de determinar a arvore geradora
da altura maxima de um grafo G é NP-dificil (e a de altura
minima?).

9.9 Sejam dados um grafo G e um inteiro k > 0. Provar que o
problema de determinar uma arvore geradora T de G, tal que
cada vértice possui grau < k, em T, é NPcompleto.

9.10 Sejam G um grafo conexo e k > 0 um inteiro. O
problema de determinar uma arvore de profundidade de
altura > k em G é uma restricio do problema de encontrar
em G uma arvore geradora (qualquer) de altura > k. Certo ou
errado?

9.11 Seja A um problema polinomialmente transformavel em
B. Se B admite algoritmo pseudopolinomial para resolvé-lo,
A também o admite. Certo ou errado?

9.12 Modificar o Algoritmo 9.1, que resolve o problema
SUBCONJUNTO SOMA, de modo a obter também um
subconjunto cuja soma de seus elementos seja igual a t,em
caso de resposta positiva. A complexidade do algoritmo nao
deve ser alterada.



9.13 Se o complemento IT de todo problema IT € NP for tal
que IT também esteja em NP, entao:

(i) NP = Co-NP
(ii) P = NP

Certo ou errado?

9.14 Um problema de decisao IT é Co-NP-completo, quando:

(i) [T € Co-NP, e
(ii) todo problema de decisao IT" € Co-NP satisfaz
IT o II.

Entdao as classes NP-completo e Co-NP-completo sdo
disjuntas se e somente se P # NP.

Certo ou errado?

9.15 ENADE 2014

Um cientista afirma ter encontrado uma reducao polinomial
de um problema NPCompleto para um problema pertencente
a classe P. Considerando que essa afirmacdo tem implicacoes
importantes no que diz respeito a complexidade
computacional, avalie as seguintes assercOoes e a relacao
proposta entre elas.

I A descoberta do cientista implica P = NP
PORQUE

ITA descoberta do cientista implica a existéncia de

algoritmos polinomiais paratodos os problemas

NP-Completos.

A respeito dessas assercoes, assinale a opcdo correta.



a)As assercoes I e II sao proposicoes verdadeiras, e
a II é uma justificativa corretada I.

b)As assercoes I e II sdao proposicoes verdadeiras,
mas a II ndo é uma justificativacorreta da I

c)A assercao I é uma proposicdo verdadeira, e a II
é uma proposicao falsa

d)A assercao I é uma proposicao falsa, e a I é uma
proposicao verdadeira.

e)As assercoes I e II sdao proposicoes falsas.

9.16 ENADE 2014

Considere o processo de fabricacio de um produto
siderurgico que necessita passar por n tratamentos térmicos e
quimicos para ficar pronto. Cada uma das n etapas de
tratamento € realizada uma unica vez na mesma caldeira.
Além do custo proprio de cada etapa do tratamento, existe o
custo de se passar de uma etapa para a outra, uma vez que,
dependendo da sequéncia escolhida, pode ser necessario
alterar a temperatura da caldeira e limpa-la para evitar a
reacdo entre os produtos quimicos utilizados. Assuma que o
processo de fabricacdo inicia e termina com a caldeira limpa.
Deseja-se projetar um algoritmo para indicar a sequéncia de
tratamentos que possibilite fabricar o produto com o menor
custo total.

Nessa situacdo conclui-se que:

a)a solucao do problema é obtida em tempo de
ordem O(nlogn), utilizando um algoritmo 6timo de
ordenacao.

b)uma heuristica para a solucdo do problema de
coloracao de grafos solucionarao problema em
tempo polinomial.

c)o problema se reduz a encontrar uma arvore
geradora minima para o conjuntode etapas do



processo, requerendo tempo de ordem polinomial
para ser solucionado.

d)a utilizacdo do algoritmo de Dijkstra para se
determinar o caminho de custominimo entre o
estado inicial e o final soluciona o problema em
tempo polinomial.

e)qualquer algoritmo conhecido para a solucao do
problema descrito possui or-dem de complexidade
de tempo nao polinomial, uma vez que o problema
do caixeiro viajante se reduz a ele.

9.17 ENADE 2005

A analise de complexidade prové critérios para a
classificacao de problemas com base na computabilidade de
suas solucoes, utilizando-se a maquina de Turing como
modelo referencial e possibilitando o agrupamento de
problemas em classes.

Nesse contexto, julgue os itens a seguir.

IE possivel demonstrar que P € NP e NP € P.

IIE possivel demonstrar que se P # NP, entdo P n
NP-Completo = ©.

I1ISe um problema Q é NP-dificil e Q € NP, entdo
Q é NP-completo.

IVO problema da satisfatibilidade de uma férmula
booleana F foi provado ser NP-dificil e NP-
Completo.

VEncontrar o caminho mais curto entre dois
vértices dados em um grafo de n vértices e m
arestas nao é um problema da classe P.

Estao certos apenas os itens

a)l, L e IV.



b)II, 111, e IV.
OIL IVe V.
d)L, 11, 111, e IV.
e)IL 1L, IV e V.

9.18 UVA Online Judge 11407

Faca um programa para o seguinte problema:

Qualquer inteiro positivo n pode ser escrito como
n=ai+a3+ - +a, isto é qualquer nimero inteiro positivo
pode ser representado como soma de quadrados inteiros
menores. Sua tarefa é encontrar o menor ‘m’ tal que
n=af+aj+-+q2

5

9.15 Notas Bibliograficas

Os trabalhos pioneiros na teoria do NP-completo sao Cook (1971) e Karp
(1972). Foi Cook (1971) quem introduziu a teoria do NP-completo e provou
a existéncia do primeiro problema NP-completo (Teorema 9.1). Um livro
dedicado ao assunto é Garey e Johnson (1979). o qual contém também uma
lista com centenas de problemas INP-completos. Partes da teoria sdo
apresentadas também em capitulos de livros como Aho, Hopcroft e Ullman
(1974), Baase (1978), Even (1979), Horowitz e Sahni (1978), Papadimitriou
e Steiglitz (1982), Reingold, Nievergelt e Deo (1977). Os dez problemas da
Secdo 9.4 foram todos retirados dos citados trabalhos pioneiros a saber:
SATISFATIBILIDADE, CONJUNTO INDEPENDENTE DE VERTICES,
CLIQUE e ISOMORFISMO DE SUBGRAFOS de Cook (1971), enquanto
que os demais podem ser encontrados em Karp (1972). A terminologia
corrente, utilizada na teoria, é principalmente de Karp (1972). Os conceitos
de NP-completo forte e fraco sao de Garey e Johnson (1978). Uma
terminologia diferente para esses ultimos foi proposta por Lageweg, Lawler,
Lenstra e Rinnooy Kan (1978). Knuth (1974) discute a terminologia do NP-
completo, com uma dose de humor. A teoria foi estabelecida, de forma
independente, por Levin (1973). Exemplos de problemas comprovadamente
intrataveis aparecem em Hopcroft e Ullman (1979). O critério de considerar
os algoritmos polinomiais como eficientes é anterior a 1971. Com efeito,



esse critério havia sido mencionado por Cobham (1964) e Edmonds (1965).
InformacGes posteriores sobre o que ocorreu na area do NP-completo foram
publicadas por Jonhson, na coluna de NP-completude do Journal of
Algorithms, entre 1981 e 1985. Uma referéncia classica e das mais
relevantes para a teoria de NP-completude é o livro Papadimitriou (1994).
Por outro lado, o texto de Arora e Barak (2009), mais recente, é outra
indicacdao. Finalmente, o livio de Moore e Martens (2009) apresenta
diversos conceitos considerados mais avancados de maneira acessivel. O
algoritmo que verifica a primalidade de inteiros é conhecido como
Algoritmo AKS de autoria de Agrawal, Kayal e Saxena (2004). Apesar de
que o Algoritmo AKS verifica em tempo polinomial se um dado numero n é
primo, a questdao da existéncia ou nao de um algoritmo polinomial para
decompor n em fatores primos constitui um importante problema em aberto.
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